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Introdu
tion
Lorsqu'on pla
e un tra
eur passif (par exemple un 
olorant) dans un �uide en é
oulementstationnaire laminaire, le front de séparation entre le 
olorant et le �uide s'élargit au 
oursdu temps. On distingue deux régimes par le nombre de Pé
let, Pe, qui 
ompare l'e�et dela 
onve
tion hydrodynamique par rapport à la di�usion molé
ulaire : pour un faible Pe lerégime est di�usif, pour un grand Pe il est 
onve
tif. En régime 
onve
tif, le tra
eur suit leslignes de 
ourant et s'étale proportionnellement au temps. À plus faible vitesse, ie en régimedi�usif, la di�usion entraîne une dispersion transverse des molé
ules de 
olorant, et l'étalementest proportionnel à √

t. La mesure de 
et étalement permet de 
al
uler la dispersion e�e
tiverésultante.La réa
tion Iodate/A
ide Arsénieux (IAA) est auto
atalytique 
ar le produit I− 
atalysesa propre produ
tion. Le front de réa
tion entre les produits et les réa
tifs en l'absen
e d'é
ou-lement se propage 
omme une onde solitaire, 
'est-à-dire à vitesse 
onstante et ave
 une formestationnaire. Cet état stationnaire résulte d'un équilibre entre la di�usion, qui étale le front,et la réa
tion 
himique, qui diminue sa largeur. Le front de réa
tion 
himique peut être 
ara
-térisé par deux grandeurs : la vitesse de front, Vχ et la largeur de front, lχ. En introduisant
ette réa
tion auto
atalytique à la pla
e d'un tra
eur passif dans un é
oulement, on observeen général expérimentalement un front de réa
tion stationnaire. L'étude de 
e tra
eur a
tif,
'est-à-dire la mesure des largeur et vitesse de front de réa
tion 
himique, pourrait être unenouvelle façon de mesurer la dispersion, mais sur un front qui, 
ette fois, est stationnaire.Nous avons 
onsidéré trois problèmes d'hydrodynamique déjà étudiés dans le 
as du tra
eurpassif : la di�usion de Taylor dans un é
oulement de Poiseuille, les 
ourants gravitaires en 
ellulede Hele-Shaw et la dispersion dans une fra
ture, et nous avons rempla
é le tra
eur passif parla réa
tion auto
atalytique. Nous avons étudié l'e�et de l'é
oulement sur le front de réa
tion
himique.Des expérien
es en laboratoire en 
ellule de Hele-Shaw montrent un fort 
ouplage entrel'é
oulement et la réa
tion. En e�et, en absen
e d'é
oulement, le front de réa
tion est platet avan
e à vitesse 
onstante. Si on ajoute un é
oulement, le front se déforme d'autant plusque l'é
oulement est fort, et ajuste sa vitesse pour trouver un nouvel état stationnaire. Cetétat est observé dans la limite où l'é
oulement n'est pas trop grand par rapport à la vitessede réa
tion. On peut distinguer deux régimes de réa
tion-di�usion : le régime eikonal et lerégime de mélange. Dans le premier régime, le front peut être 
onsidéré 
omme in�niment �npar rapport à l'é
helle 
ara
téristique des variations spatiales de la vitesse et la 
omposantenormale de la vitesse du front, V ⊥

f véri�e l'équation eikonale : V ⊥

f = Vχ +u⊥ (ave
 u⊥ la vitessedu �uide normale au front). Dans le régime de mélange, le front est très large par rapport à unegrandeur 
ara
téristique telle que la largeur de la 
ellule : la di�usion molé
ulaire augmente lalargeur et la vitesse 
himique.



2 Introdu
tionNous avons étudié 
e régime de mélange dans le 
as d'un é
oulement de Poiseuille : le 
asdu tra
eur passif est bien 
onnu et on a pu utilisé les résultats obtenus pour un tra
eur passifpour prédire la largeur et la vitesse du front 
himique de réa
tion. Nous avons ainsi montréque la dé�nition de la limite du régime de mélange est liée à un paramètre adimensionné qu'onpeut rappro
her d'un nombre de Pé
let �
himique�.Nous avons ensuite étudié le régime eikonal dans le 
as de la 
ellule de Hele-Shaw1. Ene�et, nous avons voulu 
omparer nos résultats aux expérien
es en laboratoire, et les valeurs desgrandeurs physiques nous amènent dans le régime eikonal. Le produit étant plus léger que leréa
tif le front de réa
tion est sensible à la gravité : il se 
rée des 
ourants gravitaires dans la
ellule. Il y a don
 dans 
e problème, en plus des e�ets de l'é
oulement sur la réa
tion 
himique,les e�ets de la réa
tion sur l'é
oulement. Nous avons montré que dans 
e régime, une relationsimple relie la vitesse et la forme du front. Nous avons pour 
ela e�e
tué une modélisation 2Dde la 
ellule de Hele-Shaw en résolvant l'équation de Dar
y-Brinkmann, ave
 un 
oe�
ient deperméabilité K qui peut-être relié à l'épaisseur b de la 
ellule par K = b2/12. Ce type de milieupeut être 
onsidéré 
omme un poreux homogène.En dernier lieu, nous avons modélisé un milieu poreux hétérogène 2D de longueur de 
orréla-tion λ et de longueur d'onde des hétérogénéités σ. Nous avons pour 
ela généré une distributionde perméabilité que nous avons 
hoisie log-gaussienne : p(ln K) = exp
(

− (ln K−ln K̄)
2σ2

), ave
 K̄la perméabilité moyenne et σ l'amplitude des hétérogénéités. La gravité est négligée et nous im-posons un é
oulement stationnaire. On résoud alors l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tion
2D. Ce milieu peut également être 
onsidéré 
omme une fra
ture 3D ave
 une ouverture hé-térogène √

12K : il s'agit de deux plaques dont la distan
e est variable, de 
ara
téristiques λet σ. Les hétérogénéités d'ouverture entraînent des hétérogénéités de 
hamp de vitesse, 
hampqui va se 
oupler à la réa
tion et entraîner une modi�
ation des vitesse et largeur de réa
tion.En
ore une fois, en utilisant les propriétés du tra
eur, nous avons pu dé
rire l'évolution deslargeur et vitesse 
himique.

1Nous avons utilisé des 
ellules re
tangulaires dont l'épaisseur est très faible devant la largeur et la longueur.



Chapitre 1Mé
anique des �uides numériqueL'ensemble des méthodes numériques en mé
anique des �uides est 
ommunément appeléCFD pour Computational Fluid Dynami
s. Les problèmes de mé
anique des �uides sont dé-
rits par des équations aux dérivées partielles, qui ne peuvent pas, dans la plupart des 
as,être résolues analytiquement. La CFD 
onsiste à utiliser une méthode de dis
rétisation pourrempla
er 
es équations par un système d'équations algébriques qui seront ensuite résolues parun ordinateur.1.1 Bref aperçu des méthodes 
lassiquesLes méthodes de simulation numérique ont évolué parallèlement au développement desressour
es informatiques, et la mé
anique des �uides numérique fait maintenant parti de lamé
anique des �uides eu même titre que l'expérien
e ou la théorie. On parle parfois �d'expé-rimentation numérique�, et en e�et , les méthodes d'analyse des résultats obtenus sont trèssemblables à 
elles utilisées pour des expérien
es en laboratoire. Il y a 
ependant (et heureuse-ment) de grandes di�éren
es. Notamment, toutes les quantités souhaitées peuvent être mesuréesen même temps et sans perturber le système. De plus, la résolution en temps et en espa
e n'estlimitée que par les ressour
es de 
al
ul à disposition. Bien sûr, l'étude numérique ne rempla
epas l'expérien
e en laboratoire : on ne trouve, par exemple, dans la modélisation d'un problèmeque les ingrédients qu'on y a mis. L'étude expérimentale est né
essaire pour valider le modèle.Les étapes de la résolution numérique d'un problème donné peuvent être résumées 
ommesuit :� 
hoix du modèle mathématique dé
rivant le problème,� 
hoix de la méthode de dis
rétisation des équations,� 
hoix de la grille de dis
rétisation du domaine de résolution,� é
riture du 
ode de 
al
ul, ou 
hoix du logi
iel,� résolution sur ma
hine,� post-traitement des résultats,� validation du modèle numérique.On peut 
iter trois méthodes prin
ipales : la méthode des di�éren
es �nies, la méthode desvolumes �nis, et la méthode des éléments �nis.Cha
une des méthodes, di�éren
es �nies, volumes �nis et éléments �nis né
essite un maillagedu domaine de résolution des équations, on parle de maillage de l'espa
e (Fig.1.1). Le maillage



4 1. Mé
anique des fluides numériquePSfrag repla
ements stru
turé stru
turé par blo
 non stru
turéFig. 1.1: Les trois types de maillage 2D basiques : stru
turé, stru
turé par blo
, et non-stru
turé. Le maillage d'un système peut être une 
ombinaison des trois.peut être régulier ou non ou une 
ombinaison de di�érents types de maillage : plus 
elui-
iest 
omplexe, plus la résolution est di�
ile. Le maillage peut être �xé une fois pour toutes audébut de la simulation, ou évoluer en fon
tion du système à 
haque pas de temps de 
al
ul ;les mailles peuvent être plus petites pour avoir un meilleur ra�nement autour d'une bille sedéplaçant dans un �uide par exemple, tandis que loin de la bille, il n'est pas né
essaire d'avoirun maillage �n 
ar les grandeurs physiques varient moins spatialement. Ce gain en pré
isionse fait au détriment du temps de 
al
ul. Le maillage de l'espa
e de résolution d'un problèmedonné peut don
 être très 
omplexe.
PSfrag repla
ements

x

∆x

0 1 2 i − 1 i i + 1 N − 3 N − 2 N − 1 NFig. 1.2: Maillage 1D 
omportant N + 1 points, et N mailles.La méthode des di�éren
es �nies 
onsiste à rempla
er les opérateurs dérivés des équationspar une 
ombinaison linéaire des valeurs des fon
tions sur les noeuds du maillage. Les troisfaçons les plus simples d'approximer la dérivée première d'une fon
tion g(x) au point xi pourun maillage 1D ave
 i = 0, 1, ..., N (Fig.1.2) sont les suivantes :
(

∂g

∂x

)

i

≃ gi+1 − gi

∆x
(forward), (1.1)

(

∂g

∂x

)

i

≃ gi − gi−1

∆x
(ba
kward), (1.2)

(

∂g

∂x

)

i

≃ gi+1 − gi−1

2∆x
(
entrée), (1.3)en supposant que gi ≃ g(xi).On peut donner une interprétation géométrique de 
es approximations (Fig.1.3) en termed'approximation de la tangente au point (xi, g(xi)) où on veut 
al
uler la dérivée. Les ap-proximations forward et ba
kward sont du premier ordre tandis que l'approximation 
entréeest du se
ond ordre. Plus l'ordre est élevé, meilleure est la résolution, mais plus le modèle estgourmand en ressour
es informatiques, puisqu'il faut utiliser les informations d'un plus grandnombre de mailles, notamment dans le 
as d'une réalisation parallèle. Il s'agit don
 de 
hoisirl'ordre né
essaire à la pré
ision re
her
hée par rapport à un 
oût en temps de 
al
ul numériqueraisonnable.



1.1 Bref aperçu des méthodes 
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Fig. 1.3: Interprétation géométrique de l'approximation de la dérivée première d'une fon
tion
g(x) au point xi : (1) forward, (2) ba
kward, (3) 
entrée. On peut voir sur 
ette �gureque l'approximation 
entrée, d'ordre 2, est une meilleure approximation de la valeurde la dérivée, en rouge, que les approximations forward et ba
kward d'ordre 1.La méthode des volumes �nis est basée sur une loi de 
onservation intégrale : 
e sont lesintégrales qui sont approximées en 
haque point du maillage sur un volume à dé�nir (qui n'estpas né
essairement 
elui de la maille). Pour résoudre l'équation d'adve
tion 1D par exemple :

∂u(x, t)

∂t
+ a

∂u(x, t)

∂x
= 0, a ∈ R

+ (1.4)on va réé
rire l'équation sous forme intégrale :
d

dt

(∫ x2

x1

u(x, t)dx

)

= f(u(x1, t)) − f(u(x2, t)), (1.5)ave
 f le �ux asso
ié à u dé�ni par :
f(u(x, t)) = au(x, t), (1.6)pour retrouver l'équation (1.4). Puis on établit un s
héma numérique pour passer de la valeurde u au temps n∆t à sa valeur au temps (n+1)∆t. En partant de la forme intégrale (1.5) et ennotant un

i la valeur moyenne de u sur la maille i au 
y
le n (Fig.1.4), on obtient la formule :
(un+1

i − un
i )∆x

∆t
= Fi−1/2 − Fi+1/2,soit :

un+1
i = un

i − ∆t

∆x
(Fi+1/2 − Fi−1/2), (1.7)où Fi−1/2 et Fi+1/2 sont les �ux numériques sur les parois de la maille i. La méthode desvolumes �nis va don
 
onsister à 
al
uler 
es �ux.
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x − ∆x x x + ∆x x + 2∆x
� -∆x

6

?

∆tt
t+1

un
i−1 un

i un
i+1

un+1
i

=⇒
Fi−1/2

=⇒
Fi+1/2

Fig. 1.4: Illustration de la méthode des volumes �nis pour une vitesse positive : les densitéset les vitesses sont prises au 
entre des mailles, tandis que les �ux sont pris sur lesparois.La méthode des éléments �nis s'appuie également sur une formulation intégrale de l'équationaux dérivées partielles. Mais 
ette fois, la maille est un sous-domaine de l'espa
e de résolutiondans lequel on va dé�nir un 
hamp lo
al soumis à 
ertaines 
ontraintes du problème. Les 
hampslo
aux dé�nis sur 
haque maille sont 
hoisis parmi une famille de 
hamps (par exemple, lespolyn�mes de Legendre). Le 
hamp dans 
haque sous-domaine est déterminé par un nombre�ni de valeurs du 
hamp (ou de valeurs de ses dérivées) en des points 
hoisis dans le sous-domaine, appelé noeuds (Fig.1.5). Ces noeuds sont di�érents de 
eux du maillage. Mais engénéral, la famille des noeuds in
lut les noeuds de la maille, 
e qui permet d'en diminuer lenombre, et surtout d'avoir une 
ontinuité d'une maille à l'autre puisqu'ils sont 
ommuns auxmailles voisines. Le 
hamp lo
al est une interpolation entre les valeurs aux noeuds. La maille etle 
hamp lo
al forment un élément. La méthode revient ainsi à 
hoisir 
orre
tement les 
hampslo
aux pour que le 
hamp global qui est la juxtaposition des 
hamps lo
aux soit pro
he de lasolution. Un 
ertain nombre de méthodes existent pour faire 
es 
hoix.PSfrag repla
ements
1 2 3 4 5

n1 n2 n3

Fig. 1.5: Exemple de maillage 1D : dans la maille numéro 2, on a 
hoisi 3 noeuds (en rouge)dont les deux noeuds aux extrémités des mailles.
Dans tous les 
as, les variables de 
es modèles sont les quantités ma
ros
opiques : on 
al
uledire
tement la valeur d'une variable telle que la densité, la vis
osité, la pression, la températureou la vitesse. Dans les méthodes dites LB pour latti
e Boltzmann, on simule la dynamique de lafon
tion de distribution de parti
ules, dérivée de la théorie 
inétique des gaz. On sait 
omment
onvertir en observable ma
ros
opique 
ette quantité mi
ros
opique, mais l'inverse n'est pasévident. C'est pourtant sur 
e prin
ipe qu'est basée la méthode LB.



1.2 La méthode Bhatnagar-Gross-Krook sur réseau 71.2 La méthode Bhatnagar-Gross-Krook sur réseauLes équations de Boltzmann permettent de dé
rire l'évolution des probabilités de présen
e(et de vitesse) des parti
ules 
onstituant le �uide. La méthode LB 
onsidère une version dis
rèted'une fon
tion de distribution f(~x,~c, t) dé�nie sur l'espa
e des positions ~x et des vitesses ~c. Lorsde la dis
rétisation, on introduit un nouvel ensemble de fon
tions de distribution en 
haquenoeud, fk(~e, t) ave
 k l'indi
e du ve
teur vitesse. Par exemple à 2D, le réseau le plus utiliséest le D2Q9 (Fig.1.6) qui 
ontient neufs ve
teurs, un pour 
ha
un des huit voisins, et un pourle ve
teur nul représentant une parti
ule �au repos� ne quittant pas la 
ellule. La dynamiquedis
rète d'un modèle LB exprime la propagation de �ux de parti
ules d'un noeud ~xij vers sesvoisins. L'équation est é
rite dans un système d'unités du réseau, dans lequel l'espa
emententre deux noeuds et l'espa
ement temporel entre deux itérations sont unitaires :
fk( ~xij + ~ek, t + 1) − fk( ~xij , t) = Ωk( ~xij , t), (1.8)ave
 Ω l'opérateur de 
ollision entre parti
ules. Pour le modèle BGK, Bhatnagar-Gross-Krook[1℄, utilisé dans 
e mémoire, la 
ollision s'é
rit 
omme une relaxation vers l'équilibre lo
al :

Ωk = −ω(fk − f eq
k ). (1.9)Le prin
ipe de la méthode BGK peut don
 être vu 
omme la dis
rétisation, sur un réseau, d'une

PSfrag repla
ements
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Fig. 1.6: Dé�nition des 9 ve
teurs vitesses d'un réseau du type D2Q9 : il y a deux dire
tionspar axe de symétrie du 
arré, plus la dire
tion �0� pour laquelle la parti
ule ne bougepas.équation de relaxation de type Boltzmann. C'est la dé�nition de la distribution à l'équilibrequi permet de retrouver l'équation à résoudre : il faut don
 dé�nir 
orre
tement 
et équilibrepour résoudre l'équation d'évolution des grandeurs physiques du problème. Cette méthode estdon
 très di�érente des méthodes �
lassiques� présentées pré
édemment, qui dis
rétisent leséquations dire
tement.



8 1. Mé
anique des fluides numérique1.3 Solution pour l'équation de Navier-StokesPour toutes les études numériques présentées dans 
e manus
rit, nous avons utilisé un réseau
D2Q9. On dé�nit la densité de probabilité Ni(~x, t) qu'a une parti
ule de �uide située en ~x àl'instant t de se propager dans la dire
tion ~ei (Fig.1.6) à l'instant t. On peut ainsi dé�nir ladensité ρ(~x, t) et la quantité lo
ale ρ(~x, t)~u(~x, t) du �uide par :

ρ(~x, t) = ρ0

8
∑

i=0

Ni(~x, t), (1.10)et
ρ(~x, t)~u(~x, t) = ρ0

8
∑

i=0

Ni(~x, t)~ei, (1.11)où ρ0 est la densité moyenne de parti
ules du système. L'équation d'évolution des densités deprobabilité s'é
rit sous la forme :
Ni(~x + ~ei, t + 1) − Ni(~x, t) = δi(~x, t), (1.12)et l'opérateur de 
ollisions, qui rend 
ompte des propriétés physiques du �uide s'é
rit :

δi(~x, t) = −Ni(~x, t) − N eq
i (~x, t)

τ
, (1.13)ave
 N eq

i (~x, t) une densité de probabilité d'équilibre. Le paramètre τ 
ara
térise le temps derelaxation de retour à l'équilibre. La méthode 
onsiste à 
hoisir la distribution à l'équilibrepour retrouver l' équation de Navier-Stokes :
N eq

i (~x, t) = ti

{

1 +
∑

α,β

[

eiαuα

c2
s

+
uαuβ

2c2
s

(

eiαeiβ

c2
s

− δαβ

)

]}

, (1.14)ave
 eiα et uα les 
omposantes des ve
teurs ~ei et ~ui suivant l'axe x ou y, et cs = 1/3 la vitesse duson. Les 
oe�
ients ti valent 1/36 pour la dire
tion �nulle�, 1/9 pour les diagonales, et 4/9 pour
elles suivants x et y. Dans de telles 
onditions, on peut montrer [41℄ que les quantités dé�niesen (1.10) et (1.11) satisfont l'équation de Navier-Stokes faiblement 
ompressible (u/cs << 1),le 
hoix du paramètre τ dé�nissant la vis
osité 
inématique ν :
∇~u = 0, (1.15)
∂~u

∂t
+ (~u · ~∇)~u = −1

ρ
~∇P + ν△~u, (1.16)

P = c2
sρ. (1.17)On peut rajouter une for
e volumique quel
onque ~F (~x) à 
ette équation [4, 14, 48℄ en remplaçantle 
hamps de vitesse ~u dans (1.14) par :

~U(~x) = ~u(~x) +
τ

ρ
~F (~x). (1.18)1.4 Solution pour l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tionLa méthode BGK permet également de simuler une équation de 
onve
tion-di�usion d'un
olorant quel
onque. Pour 
ela, on dé�nit la densité de probabilité Ci(~x) qu'a une parti
ule



1.5 Conditions aux limites 9de tra
eur située en ~x de se propager suivant la vitesse ~ei. Ces densités de probabilité sontsoumises à une loi de propagation :
Ci(~x + ~ei, t + 1) − Ci(~x, t) = −Ci(~x, t) − Ceq

i (~x, t)

τc
(1.19)ave


Ceq
i (~x, t) = ti

(

1 +
~u(~x).~ei

c2
s

)

Ci(~x, t). (1.20)Le paramètre τc dé�nit le 
oe�
ient de di�usion D0 par :
D0 =

1

6
(2τc − 1). (1.21)Dans 
es 
onditions, on peut montrer [13℄ que le 
hamp de 
on
entration C(~x) dé�ni par :

C(~x) =
∑

i

Ci (1.22)suit une loi de 
onve
tion-di�usion :
∂C

∂t
+ ~u · ~∇C = D0△C. (1.23)La méthode BGK nous permet ainsi de simuler les équations né
essaires à l'étude des dépla
e-ments de �uides mis
ibles qui sont les équations de Navier-Stokes (ave
 for
e volumique) et de
onve
tion-di�usion. Notons également que les paramètres ν et D0 peuvent varier spatialement.Il est en parti
ulier possible de faire dépendre la di�usion D0 de la vitesse du �uide u. On peuten�n ajouter un terme de réa
tion 
himique pour obtenir l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tion :







Ceq
0 (~x, t) = 1

36

(

1 + ~u(~x).~e0

c2s

)

C0(~x, t) + αf(C(~x, t)),

Ceq
i (~x, t) = ti

(

1 + ~u(~x).~ei

c2s

)

Ci(~x, t) pour i ∈ [1, 8],
(1.24)permet de résoudre :

∂C

∂t
+ ~u · ~∇C = D0△C + αf(c). (1.25)1.5 Conditions aux limites

PSfrag repla
ements
tt

t + 1t + 1

Fig. 1.7: Illustration des 
onditions aux limites glissantes à gau
he et non glissantes à droite.En pointillé, le ve
teur avant propagation, en trait plein, après.



10 1. Mé
anique des fluides numériquePour tout les systèmes présentés, le �uide s'é
oule entre deux parois ave
 une 
onditiond'entrée, et une 
ondition de sortie. Pour simuler la présen
e d'une paroi située entre deuxnoeuds, il su�t de modi�er l'étape de propagation des densités de probabilité qui se propagenten dire
tion de 
ette paroi. Plusieurs types de 
onditions aux limites ont été utilisées selon lesproblèmes étudiés :� glissantes : la 
omposante parallèle à la paroi est 
onservée, et la 
omposante perpendi-
ulaire est �ré�é
hie� sur la paroi, et se retrouve ainsi au point suivant après l'étape depropagation (Fig. 1.7 à gau
he). Dans 
e 
as le �uide véri�e u⊥ = 0 à la paroi.� non-glissantes : la densité est entièrement �ré�é
hie� par la paroi, elle se retrouve au mêmepoint après l'étape de propagation mais dans la dire
tion opposée (Fig. 1.7 à droite).Dans 
e 
as, on a : ~u = ~0 à la paroi.� périodiques : les parti
ules se retrouvent sur la paroi opposée après l'étape de propagation,
e qui permet de simuler un milieu in�niment large.PSfrag repla
ements
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+ǫ
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x
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Q0Fig. 1.8: Illustration de l'étape de forçage.Pour 
ertains problèmes nous avons imposé un forçage du débit à l'entrée [54℄ pour le�uide. Dans 
e 
as, les 
onditions d'entrée et de sortie pour le �uide sont périodiques. Leforçage 
onsiste à enlever des densités se propageant dans la dire
tion −x pour les rajouterdans la dire
tion x pour que le débit total soit égal à la valeur souhaitée, Q0. Le débit totaltraversant par exemple la se
tion x = 1 s'é
rit
Q =

∑

y

∑

Ni(x = 1, y)~ei.~ex.En rajoutant la quantité ǫ = (Q0 − Q)/2Ly à la densité N1 et en enlevant 
ette quantité à ladensité N5, on ne modi�e pas la densité totale sur le noeud et on for
e le débit à la valeur Q0(Fig.1.8). Il faut alors attendre que le débit soit uniforme sur tout le réseau pour 
onnaître le
hamp de vitesse. Lorsqu'il n'y a pas de forçage, les 
onditions sont non-glissantes.Les 
onditions d'entrée et de sortie du tra
eur sont systématiquement dé�nies par un 
hampde 
on
entration de valeur 1 à l'entrée, et à un gradient de 
on
entration nul en sortie.



1.5 Conditions aux limites 11En pratique l'algorithme suit les étapes suivantes :� une étape de 
ollision qui permet de 
al
uler l'opérateur 
ollision,� une étape de propagation,� une étape d'appli
ation des 
onditions aux limites.La taille typique des systèmes de simulation est de 500 ∗ 2000 mailles, sur 3.106 pas detemps. Ce qui représente 15 jours de 
al
ul en moyenne, 
ertaines pouvant aller jusqu'à unmois. Il a don
 été né
essaire de paralléliser le 
ode. C'est une étape relativement aisée ave
la méthode BGK : �il su�t� de rajouter à l'étape des 
onditions aux limites des 
onditions detransmission de données entre les voisins des sous-domaines 
réés pour la parallélisation. Onobtient ainsi des temps de 
al
ul de 3 à 4 jours.
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Chapitre 2Réa
tion iodate-a
ide arsénieuxDans la mesure du possible, nous avons voulu 
omparer nos résultats à des expérien
esréalisées au laboratoire. Nous avons don
 modéliser la réa
tion iodate-a
ide arsénieux qui avaitété 
hoisie expérimentalement pour ses 
ara
téristiques suivantes :� elle est très bien 
onnue,� quasiment athermique,� fa
ilement réalisable,� stable pour une grande gamme de pH,� modélisée par une seule réa
tion d'ordre 3.Nous présentons plus en détail 
ertaines propriétés dans 
e 
hapitre.2.1 Cinétique 
himiqueLa réa
tion Iodate-A
ide Arsénieux (IAA) a pour équation bilan [46℄ :
IO−

3 + 5I− + 3H3AsO3 → 6I− + 3H3AsO4. (2.1)Lorsque l'un des produits de la réa
tion est également un réa
tif, on parle de réa
tion auto
a-talytique. Dans le 
as de la réa
tion iodate/a
ide arsénieux (IAA) il y a trois réa
tifs : l'a
idearsénieux H3AsO3, l'iodate IO−

3 et l'ion I− qui est également un produit. Pour étudier sa
inétique, on dé
ompose la réa
tion en deux pro
essus dont les lois empiriques de 
inétiquesont 
onnues :� la réa
tion de Dushman [8℄ de 
inétique Rα [31℄ :
I0−3 + 5I− + 6H+ → 3I2 + 3H2O, (2.2)

Rα = −1

5

d[I−]

dt
=

(

k1 + k2[I
−]
)

[IO−

3 ][H+]2[I−], (2.3)� la réa
tion de Roebu
k de 
inétique Rβ [42℄ :
H3AsO3 + I2 + H2O → H3AsO4 + 2I− + 2H+, (2.4)

Rβ = −d[I2]

dt
=

k3[I2][H3AsO3]

[I−][H+]
. (2.5)Le pro
essus de Dushman est plus lent que le pro
essus de Roebu
k, et va don
 déterminer letaux de réa
tion (2.1) [17℄. La produ
tion nette de [I−] est don
 dé
rite par :

d[I−]

dt
=
(

k1 + k2[I
−]
)

[IO−

3 ][H+]2[I−]. (2.6)



14 2. Réa
tion iodate-a
ide arsénieuxHanna & 
o [17℄ ont montré que durant toute la réa
tion, les 
on
entrations en [I−] et [IO−

3 ]sont liées par1 :
[IO−

3 ]0 = [I−] + [IO−

3 ], (2.7)ave
 [IO−

3 ]0 la 
on
entration initiale en iodate. En posant c = [I−]/[IO−

3 ]0, on peut don
réé
rire l'équation (2.6) :
dc

dt
= k′

1c(1 − c) + k′

2c
2(1 − c) (2.8)ave
 k′

1 = [H+]2[IO−

3 ]0k1 et k′
2 = [H+]2[IO−

3 ]20k2
2. Il s'agit de la 
ombinaison d'une loi qua-dratique et d'une loi 
ubique. Merkin et �ev£íková [37℄ ont montré que si on travaille en ex
èsd'a
ide arsénieux ([H3AsO3]0 > [IO−

3 ]0), on peut modéliser la 
inétique par la loi 
ubique. Laloi 
inétique f(c) de la réa
tion IAA s'é
rit don
 :
f(c) =

dc

dt
= αc2(1 − c), (2.9)ave
 α le taux de réa
tion3 en s−1.

PSfrag repla
ements Réa
tif
ProduitFig. 2.1: Propagation du front de réa
tion dans un tube 
ylindrique de diamètre 3, 85mm.L'é
oulement est 
o-
ourant. De gau
he à droite : les images sont séparées de 20se
ondes. La forme est stationnaire et le front se dépla
e à vitesse 
onstante. (Expé-rien
es réalisées par Mar
 Le
onte [27℄.)

2.2 Équation de di�usion-réa
tionEn l'absen
e d'é
oulement, à 1D, la 
on
entration suit une loi de di�usion-réa
tion :
∂c

∂t
= D0△c + αf(c). (2.10)où D0 est le 
oe�
ient de di�usion molé
ulaire et α le taux de réa
tion. Compte-tenu de laforme de l'équation 
inétique, l'équation de réa
tion-di�usion pour la réa
tion 
himique IAAà 1D s'é
rit :

∂c

∂t
= D0

∂2c

∂z2
+ αc2(1 − c), (2.11)1La 
on
entration [I2] est négligeable.2Dans une solution tampon, [H+] reste 
onstante.3

α = k
′

2



2.3 Tra
eur passif dans un é
oulement de Poiseuille 15ave
 D0 la di�usion molé
ulaire. Il a été observé expérimentalement [10, 29℄ que le front deréa
tion peut se propager 
omme une onde solitaire, 
'est à dire ave
 une vitesse 
onstante, et unpro�l de 
on
entration stationnaire (Fig.2.1). Cet état stationnaire résulte d'une 
ompétitionentre la di�usion, qui tend à étaler le front, et la réa
tion 
himique qui diminue sa largeur. Onpeut 
hanger de référentiel de l'onde dans l'équation (2.11) :
D0

d2c

dz2
+ Vχ

dc

dz
+ αc2(1 − c) = 0. (2.12)PSfrag repla
ements

Vχ

lχ

−→c

z
0
1

Fig. 2.2: Pro�l du front de 
on
entration 1D d'une réa
tion auto
atalytique du type IAA sepropageant dans la dire
tion z. Vχ est la vitesse 
himique, et lχ la largeur 
himique.Cette équation admet une solution parti
ulière [12, 26, 17, 2℄ :
c(z, t) =

1

1 + exp
( z−Vχt

lχ

)
, (2.13)ave
 :

lχ =

√

2D0

α
, (2.14)

Vχ =

√

αD0

2
. (2.15)où z est la dire
tion de propagation, Vχ la vitesse 
himique et lχ la largeur 
himique du frontd'onde 
himique (Fig.2.2). On voit dans la dé�nition de la longueur 
ara
téristique lχ la 
om-pétition entre la di�usion molé
ulaire D0 et le taux de réa
tion α. Pour qu'il y ait réa
tion, ilfaut que les deux espè
es réa
tives se mélangent. C'est la di�usion qui permet 
e mélange. Par
onséquent, dans l'expression de Vχ et lχ, la di�usion molé
ulaire augmente à la fois la vitesseet la largeur.2.3 Tra
eur passif dans un é
oulement de PoiseuilleLes propriétés de la di�usion d'un 
olorant dans un �uide (Fig.2.3) sont étudiées depuislongtemps. Nous allons nous en servir pour étudier ensuite l'évolution du front de réa
tion
himique. Pour 
onnaître l'évolution de la 
on
entration c du tra
eur passif dans un é
oulement

~u, on résout l'équation de 
onve
tion-di�usion :
∂c

∂t
+

−→∇ ·
(

~uc
)

= D0∆c. (2.16)



16 2. Réa
tion iodate-a
ide arsénieux

Fig. 2.3: Exemple de di�usion d'un 
olorant dans un �uide : le 
olorant est inje
té au milieude la 
ellule (Palais de la Dé
ouverte).G.I. Taylor a étudié la loi de mélange moyen d'un 
olorant inje
té à l'entrée d'un tube derayon R , de longueur in�nie et dans lequel s'é
oule un �uide de vitesse moyenne u0 suivantl'axe du tube [52℄. Le même 
al
ul peut être fait pour un é
oulement entre deux plaques in�niesdistantes de b. Il s'agit d'un problème 2D (Fig.2.4).PSfrag repla
ements
b

z

x c = 1 c = 0
u0

Fig. 2.4: Champ de 
on
entration d'un tra
eur passif dans un é
oulement entre deux plaquesin�nies distantes de b : la 
on
entration (
omprise entre 0 et 1) du tra
eur apparaîten bleu. L'é
oulement est stationnaire, suivant l'axe z et de vitesse moyenne u0.L'é
oulement étant invariant suivant l'axe y perpendi
ulaire à la �gure (et non visiblesur le s
héma), on peut 
onsidérer que le problème est 2D.On doit résoudre l'équation de 
onve
tion-di�usion 2D suivante :
∂c

∂t
+

∂(uc)

∂z
= D0

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)

c, (2.17)où c est la 
on
entration du 
olorant, et où on a un é
oulement de type Poiseuille (Fig.2.5) :
~u(x) =

−→
A0

( b

2
− x
)( b

2
+ x
)

. (2.18)On 
onsidère les é
arts à la moyenne transverse de c et u :
c(x, z) = c0(z) + c̃(x, z) (2.19)

u(x) = u0 + ũ(x), (2.20)ave
 les valeurs moyennes c0 et u0, respe
tivement de la 
on
entration du tra
eur et de la



2.3 Tra
eur passif dans un é
oulement de Poiseuille 17
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b ~u

x

zFig. 2.5: Pro�l de l'é
oulement de Poiseuille entre deux plaques in�nies distantes de b.vitesse du �uide, dé�nies 
omme suit :
c0(z) =

1

b

∫ b
2

−
b
2

c(x, z)dx, (2.21)
u0 =

1

b

∫ b
2

−
b
2

u(x)dx. (2.22)Il en résulte :
c̃ =

1

b

∫ b
2

−
b
2

c̃(x, z)dx = 0, (2.23)
ũ =

1

b

∫ b
2

−
b
2

ũ(x)dx = 0. (2.24)En remplaçant dans l'équation (2.17), on obtient :
∂

∂t
(c0 + c̃) + (u0 + ũ)

∂

∂z
(c0 + c̃) = D0

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)

(c0 + c̃). (2.25)En moyennant sur x :
∂c0

∂t
+ u0

∂c0

∂z
+

∂(ũc̃)

∂z
= D0

∂2c0

∂x2
. (2.26)On obtient l'équation de la 
on
entration moyenne :

∂c0

∂t
+ u0

∂c0

∂z
+

1

b

∂

∂z

∫ b
2

−
b
2

ũc̃dx = D0
∂2c0

∂z2
. (2.27)Il s'agit d'une loi de type 
onve
tion-di�usion au terme intégral près. Ce terme 
orrèle les�u
tuations de vitesse à 
elles de la 
on
entration. C'est 
e terme qui va modi�er la loi demélange moyen. Nous allons don
 
her
her à 
al
uler 
e terme, et pour 
ela il faut 
al
uler ũc̃.En soustrayant l'équation (2.26) à l'équation (2.25), et en ne gardant que l'ordre 1 en c̃, onobtient :

∂c̃

∂t
+ u0

∂c̃

∂z
+ ũ

∂c0

∂z
= D0

∂2c̃

∂x2
+ D0

∂2c̃

∂z2
. (2.28)En supposant que dans le référentiel se déplaçant à la vitesse u0, le 
hamp de 
on
entration eststationnaire, on obtient alors une équation di�érentielle de c̃ :

D0△c̃ = ũ
∂c0

∂z
. (2.29)



18 2. Réa
tion iodate-a
ide arsénieuxSi néglige ∂2c̃
∂z2 << ∂2c̃

∂x2 , c̃ est proportionnel à ∂c0
∂z . On peut don
 é
rire que le terme intégral del'équation 
omme étant proportionnel à ∂2c0

∂z2 :
1

b

∫ b
2

−
b
2

ũ
∂c̃

∂z
dx = −DT

∂2c0

∂z2
, (2.30)ave
 DT le 
oe�
ient de di�usion de Taylor. On peut en déduire que c0 suit une loi de
onve
tion-di�usion :

∂c0

∂t
+ u0

∂c0

∂z
= (D0 + DT )

∂2c0

∂z2
, (2.31)pour laquelle il reste à 
al
uler DT d'après l'équation (2.30) ; ũ se 
al
ulant fa
ilement d'aprèssa dé�nition (2.18), on 
al
ule c̃ d'après l'équation (2.29) :

D0
∂2c̃

∂x2
= ũ

∂c0

∂z
, (2.32)ave
 :

ũ = u(x) − u0 = A0

( b2

12
− x2

)

. (2.33)On trouve :
DT =

1

210

u2
0b

2

D0
. (2.34)On peut don
 é
rire que la 
on
entration moyenne suit une loi de 
onve
tion-di�usion-réa
tionave
 un 
oe�
ient de di�usion e�e
tif D dé�ni par :

D = D0 + DT . (2.35)
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ements
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Fig. 2.6: Pro�ls de 
on
entration moyennés sur x en fon
tion de z à di�érents instants t d'untra
eur passif dans un é
oulement de Poiseuille dans le référentiel z = z0 − u0t. Lepro�l est de plus en plus étalé. En rouge, il s'agit de l'état initial, qui 
orrespondà une mar
he. Pour un front purement di�usif, il n'y a pas d'état stationnaire, lalargeur augmente en √
D0t.
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he à la Taylor pour la 
himie 192.4 Appro
he à la Taylor pour la 
himiePour une réa
tion 
himique dans un é
oulement stationnaire de 
hamp de vitesse ~u, la
on
entration d'un produit ou d'un réa
tif c suit l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tionsuivante :
∂c

∂t
+ ~∇ ·

(

~uc
)

= D0△c + αf(c). (2.36)On peut faire le même 
al
ul [30℄ pour l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tion ave
 le mêmeé
oulement de Poiseuille entre deux plaques in�nies. L'équation (2.36) s'é
rit :
∂c

∂t
+

∂(uc)

∂z
= D0

( ∂2c

∂x2
+

∂2c

∂z2

)

+ αf(c). (2.37)En reprenant les dé�nitions de c̃ et ũ, les é
arts à la moyenne de c et u (2.19), (2.23), (2.20),(2.24), on réalise le développement aux faibles perturbations de l'équation (2.37) en ũ et c̃ :
∂c0

∂t
+

∂c̃

∂t
+ u0

∂c0

∂z
+ u0

∂c̃

∂z
+ ũ

∂c0

∂z
+

∂(ũc̃)

∂z

= D0
∂2c0

∂z2
+ D0

∂2c̃

∂x2
+ D0

∂2c̃

∂x2
+ α

(

f(c0) + c̃f ′(c0) +
c̃2

2
f ′′(c0)

)

. (2.38)En moyennant suivant x :
∂c0

∂t
+ u0

∂c0

∂z
+

∂(ũc̃)

∂z
= D0

∂2c0

∂z2
+ αf(c0) +

c̃2

2
f ′′(c0)

)

. (2.39)Là en
ore, la 
on
entration moyenne c0 suit une loi de 
onve
tion-di�usion-réa
tion à deuxtermes intégrales près. En soustrayant l'équation (2.39) à l'équation (2.38), et en ne gardantque l'ordre 1, on obtient :
∂c̃

∂t
+ u0

∂c̃

∂z
+ ũ

∂c0

∂z
= D0△c̃ + αc̃f ′(c0). (2.40)On suppose que dans le référentiel se déplaçant à la vitesse u0 −Vf , le 
hamp de 
on
entrationest stationnaire. On obtient une équation di�érentielle de c̃ :

D0△c̃ − (u0 − Vf )
∂c̃

∂z
+ αc̃f ′(c0) = ũ

∂c0

∂z
. (2.41)On néglige les variations de c̃ suivant z. Le terme f ′(c0) n'est pas 
onnu. On va supposer que
e terme est petit, et dans 
e 
as, on retrouve le 
oe�
ient de di�usion de Taylor :

DT =
1

210

u2
0b

2

D0
, (2.42)
omme il a été 
al
ulé pré
édemment sans réa
tion 
himique. Il s'agit d'une hypothèse très forteque rien ne justi�e a priori. Par la suite on obtient des résultats intéressants ave
 
ette hypo-thèse. On a don
 l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tion pour la 
on
entration moyenne :

∂c0

∂t
+ u0

∂c0

∂z
= D

∂2c0

∂z2
+ αf(c0), (2.43)

avec D = D0 + DT . (2.44)Une solution de 
ette équation est (2.13) :
c(z, t) =

1

1 + exp
( z−Vf t

lf

)

, (2.45)
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tion iodate-a
ide arsénieuxave
 Vf et lf les vitesses et largeur du front stationnaire de la réa
tion dans l'é
oulement dé�niespar :
Vf = u0 +

√

αD

2
, (2.46)

lf =

√

2D

α
. (2.47)2.5 Régime eikonal
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Fig. 2.7: Expérien
es en HS : à gau
he le front est plat et se propage à la vitesse Vχ (La 
ellulea une se
tion de 0.4 ∗ 8mm). À droite le front est radial : on dépose une gouttede produit, et le front se dépla
e de façon radiale, isotrope. La vitesse Vn, vitessenormale au front est di�érente de Vχ. (Expérien
e réalisée par Mar
 Le
onte [27℄.)La forme du front est fortement liée à la vitesse du front. À l'inverse, on peut don
 sedemander quelle est l'e�et de la 
ourbure du front sur la vitesse [18℄. Quand le front de réa
tion
himique est plat, il se propage à la vitesse Vχ. Nous allons 
onsidérer un front se propageantde façon isotrope à partir d'un point d'initiation O (Fig.2.7). Nous allons réé
rire l'équationde réa
tion-di�usion en 
oordonnées polaires :
∂c

∂t
− 2

D0

r

∂c

∂r
= D0

∂2c

∂r2
+ αf(c), (2.48)soit :

∂c

∂t
+ ~δV

∂c

∂r
~e = D0

∂2c

∂r2
+ αf(c), (2.49)

avec ~δV = −2
D0

r
. (2.50)ave
 ~e est le ve
teur unitaire radial.Si on se pla
e dans le référentiel en expansion radiale à vitesse ~δV , ave
 le 
hangement devariable R = r − δV t, on obtient :

∂c

∂t
= D0

∂2c

∂R2
+ αf(c). (2.51)On retrouve une équation de di�usion-réa
tion simple, et don
 dans 
e référentiel, le front sedépla
e à la vitesse Vχ. Don
, dans le référentiel du milieu au repos, le front se dépla
e à la
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Fig. 2.8: Front plan 
ir
ulaire.vitesse ~Vn telle que :
~Vn = Vχ~e + ~δV , (2.52)
~Vn = Vχ

(

1 − r0

r

)

~e, (2.53)
avec r0 = 2

D0

Vχ
= 2lχ. (2.54)Un faible rayon va don
 réduire la vitesse normale au front. On voit apparaître i
i un rayon
ritique r0 = 2lχ ≃ 100µm au-dessous duquel le front ne pourra pas se développer. Cette valeurest 
ependant très faible et le problème ne se ren
ontrera pas en 
ellule de HS4.Si on note κ la 
ourbure du front 
omptée positivement lorsque le front est 
on
ave vers leréa
tif, et si on se pla
e dans un référentiel qui n'est pas au repos, mais de vitesse stationnaire

u, on obtient l'équation eikonale5, valable dans la limite des grandes valeurs de Φ, 
'est à direquand le front peut être 
onsidéré 
omme in�niment �n, la vitesse normale au front est donnéepar :
~Vf .~n = u.~n + Vχ + D0κ (2.55)où ~n est le ve
teur normal au front dirigé du produit vers le réa
tif.
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ements ~Vn

~Vn

~Vn
~VnFig. 2.9: Di�éren
e entre front 
on
ave et front 
onvexe : la surfa
e à faire réagir est moinsgrande lorsque le front est 
on
ave, et le front va don
 plus vite.4Mais 
e problème peut se ren
ontrer en milieu poreux.5L'expression vient du gre
que �ǫικóνα� qui signi�e �image� : elle a d'abord été utilisée pour l'équationreliant le gradient du 
hemin optique d'un rayon lumineux à l'indi
e optique du milieu et à la dire
tion depropagation du rayon lumineux.
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tion iodate-a
ide arsénieuxL'e�et de la 
ourbure peut également être expliqué �ave
 les mains� : Lorsque le front est
onvexe, la surfa
e à faire réagir est plus grande que dans le 
as 
onvexe (Fig.2.9). Le frontest don
 plus dilué et va être ralenti, tandis que dans le front 
on
ave plus 
on
entré va êtrea

éléré. Les �trous� vont don
 rattraper �les bosses�, et le front va s'uniformiser.2.6 Con
lusionOn observe expérimentalement que le front de réa
tion d'une réa
tion auto
atalytique
omme la réa
tion IAA se dépla
e à vitesse 
onstante ave
 une forme stationnaire. Dansla limite d'un faible taux de réa
tion α, et en supposant que l'état stationnaire existe, on peutprédire les vitesses et largeurs de réa
tion. Le régime pour lequel le modèle est véri�é est lerégime de mélange. Dans le régime eikonal où le front est 
onsidéré 
omme in�niment �n, onpeut prédire une relation entre la vitesse et la forme.Nous allons tester les domaines de validité de 
es deux modèles. Dans le 
hapitre suivant, onimpose un 
hamp de vitesse de Poiseuille ~u, stationnaire, et on résout l'équation de di�usion-réa
tion 
himique. On détermine les paramètres permettant de dé�nir le régime de mélange.



Chapitre 3Propagation de la réa
tion dans unPoiseuille 2D
3.1 Des
ription du problème
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Fig. 3.1: Représentation 3D du 
hamp de vitesse (normalisé par Vχ) stationnaire de l'é
oule-ment de Poiseuille. L'é
oulement est dans la dire
tion de la longueur z. Le 
hampest invariant suivant z. (Φ = 6.4, ε = 0.5)Nous allons 
ommen
er par modéliser la réa
tion 
himique IAA dans un é
oulement dePoiseuille. Il s'agit d'un é
oulement stationnaire de type Poiseuille (Fig.3.1). L'adve
tion 
rééepar l'é
oulement agit sur la 
himie, mais la 
himie ne modi�ant pas les propriétés du �uide,il n'y a pas de 
ouplage entre la 
himie et l'é
oulement. On résout uniquement l'équation de
onve
tion-di�usion-réa
tion dans une 
ellule d'épaisseur b et de longueur Lz :
∂c

∂t
+

−→∇ ·
(

~uc
)

= D0∆c + αc2(1 − c), (3.1)ave
 :
~u(x) = 6

−→u0

b2

( b

2
− x
)( b

2
+ x
)

. (3.2)Le 
hamp de 
on
entration est initialisé par une mar
he (Fig.3.2).
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Fig. 3.2: Représentation 3D du 
hamp de 
on
entration initial du produit dans une 
elluled'épaisseur b et de longueur Lz.Les paramètres physiques de 
e problème sont :� l'épaisseur b,� la di�usion molé
ulaire D0,� la vitesse moyenne du �uide u0,� le taux de réa
tion α.On attend que l'état stationnaire soit atteint1 (Fig.3.3), puis on moyenne le 
hamp de
on
entration suivant b. La mesure de la largeur du front stationnaire lf 
orrespond à la mesurede la distan
e entre les points de 
on
entration < c >= 0.01 et < c >= 0.99. La mesure de lavitesse 
orrespond à la di�éren
e de position du point de 
on
entration < c >= 0.5 entre deuxpas de temps de sauvegarde.3.2 Grandeurs 
ara
téristiquesNous avons vu au 
hapitre pré
édent que dans le 
adre de l'approximation de Taylor, 
'est-à-dire pour un faible taux de réa
tion, on peut prédire la vitesse et la largeur du front deréa
tion 
himique stationnaire :
Vf = u0 + Vχ

√

1 +
DT

D0
(3.3)

lf = lχ

√

1 +
DT

D0
, (3.4)pour un é
oulement de vitesse moyenne u0, ave
 DT , le 
oe�
ient de di�usion de Taylor dé�nidans un é
oulement de Poiseuille 2D par :

DT =
1

210

u2
0b

2

D0
. (3.5)Cet état stationnaire résulte de l'équilibre entre d'un 
oté la di�usion et le 
hamps de vitesseinhomogène en espa
e, qui favorisent tous deux le mélange et augmentent don
 la largeur et1la longueur Lz dépend de la durée né
essaire pour atteindre l'état stationnaire, elle est don
 ajustée en
onséquen
e.
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Fig. 3.3: Analyse de l'état stationnaire du front de réa
tion 
himique. En haut à gau
he, ils'agit d'une représentation 3D du 
hamp de 
on
entration du produit, dans une 
elluled'épaisseur b et de longueur Lz. En haut à droite, le 
hamp a été moyenné suivant
b. Sur les deux 
ourbes du bas, on peut voir la bonne 
onvergen
e de lf et Vf . Onremarque que les deux 
ourbes tendent vers la même valeur, 
e qui 
orrespond bien à
e qui est prévu par le modèle.la vitesse de réa
tion et d'un autre 
oté la réa
tion elle-même qui tend à raidir le front età adopter une vitesse 
onstante. Une analyse en termes de temps 
ara
téristiques permet de
omparer les di�érentes 
ontributions. Pour un milieu de taille 
ara
téristique b, on dé�nit lestemps suivants :� le temps 
ara
téristique d'adve
tion : τadv = b

u0
,� le temps 
ara
téristique de di�usion : τdif = b2

D0
,� le temps 
ara
téristique de réa
tion : τrea = 1

α .Dans la littérature on trouve 
ouramment trois nombres sans dimension :� le nombre de Pé
let,
Pe =

τdif

τadv
=

|u0|b
D0

, (3.6)� le nombre de Damkhöler,
Da =

τadv

τrea
=

αb

|u0|
, (3.7)� le nombre de Thiele,

Φ2 =
τdif

τrea
=

αb2

D0
= PeDa. (3.8)
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tion dans un Poiseuille 2DD'après 
es dé�nitions, le régime de Taylor 
orrespond à un faible nombre de Thiele et à unfaible nombre de Damkhöler. Le nombre de Thiele peut se réé
rire 
omme un nombre sansdimension 
omparant la largeur 
himique à la largeur 
ara
téristique du système :
Φ =

√
2

b

lχ
. (3.9)Nous allons utiliser 
ette forme de Φ 
ar elle 
ompare deux dimensions sur lesquelles on peutjouer plus aisément. Nous avons également introduit un nombre sans dimension ε, qui 
omparela vitesse 
himique à la vitesse 
ara
téristique du système :

ε =
|u0|
Vχ

. (3.10)On peut réé
rire les nombres sans dimension �
lassiques� en fon
tion de 
es deux paramètres :
Pe =

1√
2
εΦ et Da =

√
2
Φ

ε
. (3.11)Nous avons 
hoisi les paramètres Φ et ε 
ar ils vont nous permettre de dé�nir les limites durégime de mélange.3.3 Paramètres numériquesNous avons e�e
tué des simulations numériques pour véri�er notre modèle de régime demélange et pour en 
onnaître le domaine de validité. On impose un 
hamp de vitesse de typePoiseuille dans une 
ellule d'épaisseur b et de longueur Lz (Fig.3.1). Pour toutes les simulationsprésentées dans 
e 
hapitre, le 
oe�
ient de di�usion D0 vaut 0.5 et le taux de réa
tion α vaut

0.0004. D0 et α �xent les largeur et vitesse 
himique lχ et Vχ. La vitesse moyenne u0 etl'épaisseur b sont ajustées pour faire varier ε et Φ :� ε = 0.5, 1, 3,� 0.5 < Φ < 21.Conditions aux limitesLa question des 
onditions aux limites est bien 
onnue pour le 
hamp de vitesse : la vitesseest nulle à la paroi, et on met don
 des 
onditions aux limites non-glissantes. Mais la questionreste posée pour le 
hamp de 
on
entration. Nous avons don
 testé l'in�uen
e des 
onditions auxlimites pour la 
on
entration du produit (Fig.3.4). À gau
he, la largeur du front lf normaliséepar la largeur 
himique lχ est tra
ée en fon
tion de Φ et à droite, la vitesse du front Vf à laquelleon enlève le débit u0, normalisée par la vitesse 
himique Vχ est tra
ée en fon
tion de Φ. Nousavons réalisé trois séries de simulations ave
 des 
onditions en z tour à tour non-glissantes (△),glissantes (×) et périodiques (+) pour ε = 0.5. On observe seulement une très faible di�éren
epour les faibles valeurs de Φ, 
'est-à-dire lorsque la 
ellule est très petite, entre les 
onditionsglissantes et non-glissantes. En e�et, l'épaisseur b étant inférieure à 10 noeuds, les 
onditionsaux limites, qui ne jouent que sur quelques noeuds, ont dans 
e 
as une in�uen
e importante.Dès que Φ est supérieur à 1, 
'est-à-dire b > lχ, il n'y a plus de di�éren
e. On peut noter qu'iln'y a pas de di�éren
e entre les 
onditions aux limites glissantes et 
elles qui sont périodiques.En e�et, dans les deux 
as, la 
omposante tangentielle de la vitesse est in
hangée, 
e qui n'estpas le 
as des 
onditions aux limites non-glissantes. Nous utiliserons par la suite des 
onditionsaux limites non-glissantes pour le 
hamp de 
on
entration, 
'est-à-dire les mêmes que pour le
hamp de vitesse.
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Fig. 3.4: Comparaison entre les 
onditions aux limites non-glissantes (△), glissantes (×) etpériodiques (+), pour ε = 0.5. À gau
he, la largeur du front lf normalisée par lalargeur 
himique lχ est tra
ée en fon
tion de Φ. À droite, la vitesse du front Vf àlaquelle on enlève le débit u0, normalisée par la vitesse 
himique Vχ est tra
ée enfon
tion de Φ. Une di�éren
e est visible seulement pour les faibles valeurs de Φ, 
'està dire lorsque la 
ellule est très petite.Résolution numériquePSfrag repla
ements
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Fig. 3.5: Test de la résolution en espa
e pour ε = 3 : les mesures de largeur à gau
he et devitesse à droite donnent les mêmes résultats en fon
tion de Φ pour deux résolutionsdi�érentes.Nous avons également testé la résolution numérique en espa
e. Dans la méthode BGK surréseau, en un pas de temps, on par
ourt une maille du réseau. Augmenter la résolution entemps reviendrait don
 à augmenter la résolution en espa
e, et vi
e-versa. Nous avons don
e�e
tué deux séries de simulations en augmentant d'un fa
teur 2 la résolution. On peut voir(Fig.3.5) que les résultats sont les mêmes pour les mesures de largeur et de vitesse.
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tion dans un Poiseuille 2D3.4 Résultats qualitatifsLes simulations ont toutes pour 
ondition initiale un 
réneau (Fig.3.6 en 
yan en haut àgau
he). Le front va ensuite s'élargir et adapter sa vitesse selon l'é
oulement. Les résultatssont présentés pour les trois valeurs ε = 0.5 (en vert en haut à droite), ε = 1 (en bleu en basà gau
he) et ε = 3 (en magenta en bas à droite), et pour les trois valeurs Φ = 0.626 (�),
Φ = 6.351 (· · · ) et Φ = 20.662 (·−·). Les é
helles sont les mêmes pour les trois �gures. Sur
ha
une d'elle, on peut voir que plus Φ est grand, plus la largeur et la vitesse sont grandes. C'estégalement vrai lorsque ε augmente. Le front est également de plus en plus déformé : alors quepour les valeurs faibles de ε et Φ, la dérivée reste symétrique par rapport à son maximum, pourles grandes valeurs de ε et Φ l'é
oulement déforme le pro�l et la dérivée perd 
ette symétrie.
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2500 3050 3600Fig. 3.6: Pro�l de 
on
entration c et sa dérivée ∂c
∂z en fon
tion de la distan
e de propagation

z. En 
yan (- -), il s'agit du pro�l initial, un 
réneau et de sa dérivée très piquée.Les 
ouleurs 
orrespondent à trois ε di�érents : ε = 0.5 en vert en haut à droite,
ε = 1 en bleu en bas à gau
he et ε = 3 en magenta en bas à droite. Les di�érentstraits 
orrespondent à di�érentes valeurs de Φ : Φ = 0.626 (�), Φ = 6.351 (· · · ) et
Φ = 20.662 (·−·). Plus ε et Φ sont grands, plus le pro�l est étalé et déformé.



3.5 Domaine de validité de l'approximation à la Taylor 293.5 Domaine de validité de l'approximation à la TaylorNotre but étant de déterminer, si possible, un unique paramètre permettant de déterminersans ambiguïté la limite du régime de mélange, nous avons testé plusieurs paramètres sansdimension.Présentation des 
ourbes des deux doubles-pages suivantesSur les deux doubles-pages suivantes, les résultats des mesures de lf et Vf de trois sériesde simulations sont présentés pour Φ variant entre 0.5 et 21 et ε prenant les valeurs 0.5 (△),
1 (⊙) et 3 (�). Sur la première double-page, on représente la largeur du front lf normaliséepar la largeur 
himique lχ et la vitesse du front Vf à laquelle est retirée la vitesse moyenne du�uide u0 normalisée par la vitesse 
himique Vχ en fon
tion de Φ (Fig.3.7) puis de εΦ (Fig.3.8).Sur 
es deux 
ourbes en fon
tion de εΦ, on a également représenté la prédi
tion du modèle
√

1 + DT /D0 en rouge. Sur la double-page suivante, 
es mêmes résultats sont représentés di-visés par la prédi
tion du modèle, respe
tivement lχ
√

1 + DT /D0 et Vχ

√

1 + DT /D0 pour lalargeur et la vitesse, en fon
tion de εΦ (Fig.3.9) puis de εΦ2 (Fig.3.10). Les résultats sontdon
 à 
omparer à la droite y = 1, en rouge sur les graphes.Quel(s) paramètre(s) 
hoisir ?On peut remarquer tout d'abord sur les 
ourbes de la Fig.3.7, que lf/lχ et (Vf − u0)/Vχtendent vers 1 quand Φ tend vers 0, 
'est à dire que Vf tend vers (Vχ + u0), et que lf tendvers lχ pour les trois valeurs de ε. Lorsque Φ = b/lχ tend vers 0, don
 quand b tend vers 0,l'é
oulement ne joue plus au niveau de la di�usion. On retrouve ainsi 
e qui est prédit par lemodèle 1D (2.14) et (2.15). On observe ensuite que plus la valeur de ε est élevée, plus les largeuret vitesse du front 
himique sont grandes. En e�et, plus la vitesse de �uide est grande, plus lemélange est fort, et plus les vitesse et largeur 
himiques augmentent. Les résultats dépendentdon
 fortement de ε.Le modèle, (3.3) et (3.4), prévoyant un 
omportement en √1 + DT /D0, et DT /D0 étantproportionnel à εΦ, il est naturel de tra
er les résultats en fon
tion de εΦ. Sur la Fig.3.8, onpeut observer que les points de mesure se trouvent sur la 
ourbe modèle en rouge pour desvaleurs de εΦ allant jusqu'à environ 10, et même 20 pour ε = 3. Le modèle fon
tionne don
bien, et s'étend à des valeurs de Φ nettement supérieures à 1. Cependant, on ne peut pas en
oredé�nir les limites du régime de mélange, puisque selon la valeur de ε, les mesures s'é
artentdu modèle pour des valeurs di�érentes de εΦ. Ce 
onstat est en
ore plus visible si on tra
e lesrésultats divisés par 
eux donnés par le modèle (Fig.3.9).Si on utilise maintenant le paramètre εΦ2 (Fig.3.10), les mesures s'é
artent du modèlepour εΦ2 ≃ 50 quelle que soit la valeur de ε et aussi bien pour la largeur que pour la vitesse. Ilest même intéressant de remarquer que pour la vitesse, les points se regroupent sur une seule
ourbe maîtresse. Ce 
omportement renfor
e notre 
hoix de prendre εΦ2 pour déterminer lalimite du régime de mélange.
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Fig. 3.7: Largeur du front lf normalisée par la largeur 
himique lχ en haut, et vitesse du front
Vf réduite de la vitesse moyenne du �uide u0, et normalisée par Vχ, en bas en fon
tionde Φ pour : ε = 0.5 (△), ε = 1 (⊙) et ε = 3 (�). Les 
ourbes tendent vers 1 quand Φtend ver 0 : on retrouve la valeur prévue par le modèle 1D.
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Fig. 3.8: Largeur du front lf normalisée par la largeur 
himique lχ en haut, et vitesse du front
Vf réduite de la vitesse moyenne du �uide u0 normalisée par Vχ en bas en fon
tionde εΦ pour : ε = 0.5 (△), ε = 1 (⊙) et ε = 3 (�). Le modèle en √1 + (εΦ)2/420apparaît en ligne rouge.
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Fig. 3.9: Largeur du front lf normalisée par lχ
√

1 + DT /D0 en haut, et vitesse du front Vfréduite de la vitesse moyenne du �uide u0 normalisée par Vχ

√

1 + DT /D0 en bas enfon
tion de εΦ pour : ε = 0.5 (△), ε = 1 (⊙) et ε = 3 (�). On peut observer quepour les trois valeurs de ε, les points s'é
artent du modèle(y = 1) pour des valeursdi�érentes de εΦ.
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Fig. 3.10: Largeur du front lf normalisée par lχ
√

1 + DT /D0 en haut, et vitesse du front Vfréduite de la vitesse moyenne du �uide u0 normalisée par Vχ

√

1 + DT /D0 en basen fon
tion de εΦ2 pour : ε = 0.5 (△), ε = 1 (⊙) et ε = 3 (�). Cette fois les mesuress'é
artent du modèle pour la même valeur du paramètre εΦ2 quelque soit ε.
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tion dans un Poiseuille 2DInterprétation physique du paramètre εΦ2On peut maintenant se demander 
e que représente physiquement 
e paramètre qui avaitdéjà été introduit par Mar
 Le
onte [30℄ ave
 une appro
he di�érente. Nous allons le réé
rireen fon
tion de u0, Vχ, b et lχ :
εΦ2 =

u0b
2

Vχl2χ
=

b2

D0

u0

lχ
=

τdif (b)

τadv(lχ)
. (3.12)Le paramètre εΦ2 
ompare don
 un temps de di�usion molé
ulaire dans l'épaisseur b du systèmeà un temps d'adve
tion à la vitesse u0 dans la largeur lχ. C'est don
 l'adve
tion sur la distan
eégale à la largeur 
himique, et la di�usion dans l'épaisseur de la 
ellule qui sont importantspour dé�nir si on se trouve dans un régime de mélange ou non. Tant que le mélange de matièresur l'épaisseur b de la 
ellule se fait plus rapidement que l'adve
tion sur la largeur du front
himique de réa
tion, nous sommes dans le régime de mélange. Et e�e
tivement : on 
omprendbien que si la di�usion a le temps de se faire sur l'épaisseur de la 
ellule, la largeur 
himiqueest homogène dans l'épaisseur de la 
ellule (Fig.3.11 à gau
he), et augmentée uniquement dela di�usion de Taylor. A l'inverse, si l'adve
tion est plus rapide, la largeur n'est plus homogène,le gradient de 
on
entration sur la distan
e lχ est grand (Fig.3.11 à droite), on n'a don
 plus

c̃ << c̄, et le modèle ne fon
tionne plus.
PSfrag repla
ements c = 0 c = 0c = 1 c = 1

Fig. 3.11: S
héma d'illustration de la limite du régime de mélange : à gau
he, le front deréa
tion est large, la di�usion joue son r�le de mélangeur. À droite le front est plus�n, le gradient de 
on
entration plus grand, il ne s'agit plus d'un régime de mélange.
É
oulement à 
ontre-
ourantNous avons également testé une vitesse de �uide opposée à la dire
tion de propagation dufront de réa
tion : la 
orre
tion de Taylor étant en (εΦ)2, elle ne tient pas 
ompte du signe dela vitesse. Nous avons simplement pris u0 = −Vχ (ε = 1), et nous avons tra
é les mesures de
lf et Vf en fon
tion de notre paramètre εΦ2. On peut observer sur la Fig.3.12 que les pointss'é
artent du modèle pour εΦ2 < 50 quelque soit le signe de la vitesse. Don
 tant qu'on estdans le régime de mélange, on retrouve le fait que le modèle fon
tionne quelque soit le signe dela vitesse. Le 
omportement est ensuite di�érent : la largeur est plus grande pour une vitessenégative que pour une vitesse positive.



3.5 Domaine de validité de l'approximation à la Taylor 35PSfrag repla
ements

εΦ2

lf

lχ

r

1+
DT
D0

0 100 200 300 400 500

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

PSfrag repla
ements

εΦ2

Vf−u0

Vχ

r

1+
DT
D0

0 100 200 300 400 500

0.9

0.95

1.05

1

Fig. 3.12: É
oulement à 
ontre-
ourant. Largeur du front lf normalisée par lχ

√

1 + DT

D0
àgau
he, et vitesse du front Vf réduite de la vitesse moyenne du �uide u0 normaliséepar Vχ

√

1 + DT

D0
en bas en fon
tion de εΦ2 pour : u0 = Vχ, (⊙) et u0 = −Vχ, (•).
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tion dans un Poiseuille 2D3.6 Con
lusionNous avons testé le modèle de l'appro
he à la Taylor pour une réa
tion 
himique dansun é
oulement de Poiseuille, modèle qui prévoit que la 
on
entration moyenne du produitde la réa
tion suit une loi de 
onve
tion-di�usion-réa
tion ave
 un 
oe�
ient de di�usion D =

D0+DT . Ce modèle utilise une approximation très forte : on 
onsidère que la réa
tion 
himiqueséle
tionne un état stationnaire, mais ne modi�e pas le 
oe�
ient de di�usion e�e
tif. Nousavons mesuré les largeur et vitesse du front de réa
tion 
himique pour les 
omparer à 
ellesprédites par le modèle. Il s'avère que nos mesures di�èrent du modèle de moins de 5% lorsquele paramètre εΦ2 est inférieur à 250. Ce
i nous permet de dé�nir un régime de mélange pour
εΦ2 < 250. Ce dernier paramètre peut être interprété 
omme un �Pé
let 
himique� qui 
ompareun temps de di�usion molé
ulaire dans l'épaisseur b du système à un temps d'adve
tion dansla largeur 
himique lχ.



Chapitre 4É
oulement de la réa
tion en 
ellule deHele-ShawComme pour la plupart des réa
tions 
himiques, il peut exister des gradients thermiques, etdes gradients de densité entre le réa
tif et le produit [6, 36℄. Dans le 
as de la réa
tion IAA, lese�ets thermiques sont négligeables 
ar la réa
tion est faiblement exothermique (△T ≃ 0.3◦Cet △H = −334kJ.mol−1) et le transfert de 
haleur est beau
oup plus rapide que la di�usionde masse (le nombre de Lewis qui 
ompare la di�usion massique à la di�usion thermiquevaut Le ≃ 100). On peut don
 négliger les e�ets thermiques. Par 
ontre, la di�éren
e dedensité peut jouer un r�le important : les produits sont plus légers que les réa
tifs ave
 :
δρ ≃ 0.15kg.m−3[40, 25, 7, 15℄.4.1 Instabilités gravitationnelles

PSfrag repla
ements �uide�uide�uide
�uide

lourdlourd légerléger ~g

Fig. 4.1: Exemples s
hématiques d'instabilités de gravité : en pointillé, apparaît l'état initial. Àgau
he il s'agit d'une instabilité de type Rayleigh-Taylor : des stru
tures se forment
ar le �uide lourd est a

éléré vers le bas par les for
es de gravité tandis que le �uideléger est a

éléré vers le haut par les for
es de �ottabilité. À droite il s'agit d'un
ourant gravitaire, le �uide lourd passe sous le �uide léger.Lorsque deux �uides de densité di�érente sont mis en 
onta
t dans un milieu 
on�né dansune 
on�guration instable, la gravité joue le r�le de mélangeur (Fig.4.1). Si le �uide lourd est



38 4. É
oulement de la réa
tion en 
ellule de Hele-Shawpla
é au-dessus du �uide léger, on parle d'instabilité de Rayleigh-Taylor : l'a

élération desdeux �uides l'un vers l'autre (i
i, due à la gravité) engendre la 
roissan
e de stru
tures depart et d'autre de l'interfa
e. Il s'ensuit une zone de mélange entre les deux �uides. Si le �uidelourd est pla
é à 
�té du �uide léger, il apparaît un 
ourant gravitaire : le �uide lourd passesous le �uide léger, et il se forme une stru
ture allongée se terminant par une tête. Il peuty avoir un fort mélange entre les deux �uides le long du 
orps, 
ependant, une frontière trèsnette est 
onservée au niveau de la tête quelque soit le niveau de turbulen
e produit à l'arrière[49℄ (Fig.4.2). Le degré de mélange dépend fortement du nombre de Reynolds qui 
ompareles e�ets inertiels aux e�ets de vis
osité. Pour les grands nombres de Reynolds, l'é
oulementrésulte d'un équilibre entre les e�ets de gravité et les e�ets d'inertie. Le mélange est important(turbulen
e). À bas nombre de Reynolds, 
'est un équilibre entre les e�ets de gravité et lese�ets de vis
osité. Le mélange est plus faible (laminaire). Le sujet a été et est largement étudié[24, 16, 23, 22, 9, 5, 32, 11, 33, 55℄ pour en 
iter quelques uns. Nous ne parlerons i
i que des e�etsqui nous intéressent dans le 
adre de la réa
tion 
himique. Notamment dans nos simulations,le nombre de Reynolds est systématiquement inférieur à 1.

Fig. 4.2: Exemple de 
ourants gravitaires dans un tube entre deux �uides de densités di�é-rentes : le dégradé de 
ouleur 
orrespond à la fra
tion relative de �uide léger. Imageissue des travaux de thèse de Thomas Séon [47℄
4.2 Observations expérimentalesDes expérien
es en 
ellule de Hele-Shaw (l'épaisseur b très petite devant les deux autresdimensions Lz et W de la 
ellule) réalisées au laboratoire ont permis d'observer les e�ets de 
esinstabilités de gravité sur le front de réa
tion 
himique. Initialement, la 
ellule de Hele-Shawest maintenue verti
ale, 
'est à dire que son grand axe est parallèle à la gravité (Fig.4.3), etremplie du réa
tif a
ide arsénieux. Une goutte de produit su�t à amor
er la réa
tion de partson 
ara
tère auto-
atalytique. La 
ellule est ensuite in
linée de l'angle voulu et on observe undépla
ement du front de réa
tion.Lorsque la se
tion de la 
ellule n'est pas trop importante1, on observe systématiquement unfront stationnaire, ave
 vitesse et forme 
onstantes. Le réa
tif étant plus lourd que le produit,on a trois types de 
on�guration :1Nous verrons que 
e que vaut 
ette limite dans le paragraphe suivant
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Fig. 4.3: Exemple de front de réa
tion IAA. Il s'agit d'expérien
es en 
ellule de Hele-Shaw. Àgau
he, le produit, plus léger est au-dessus du réa
tif. Le front est plat. À droite, leproduit étant au-dessous, des e�ets de gravité du type Rayleigh-Taylor déforment lefront. Expérimentalement, on observe que le front se dépla
e à une vitesse 
onstantesupérieure à 
elle du premier 
as (gau
he).� un front des
endant, lorsque le produit est au-dessus du réa
tif, est don
 stabilisé par lagravité et se propage à une vitesse 
onstante égale à la vitesse 
himique ave
 un frontplat (Fig.4.3, gau
he),� par 
ontre un front as
endant est déstabilisé : la réa
tion qui se propage vers le haut 
réedu �uide léger au-dessous du �uide lourd initial, et le front se dépla
e à une vitesse plusgrande ave
 un front déformé (Fig.4.3, droite et 4.4),� si on pla
e l'axe de la 
ellule perpendi
ulaire à la gravité (Fig.4.5), on peut observer quele réa
tif plus lourd (à droite) tente de passer sous le réa
tif plus léger. Mais la réa
tion
himique qui se propage du produit vers le réa
tif (le front se déplaçant dans la dire
tion
z, axe de la 
ellule) bloque le �uide lourd et maintient une interfa
e de forme stationnaireet de vitesse 
onstante. Le front prend une forme ave
 une 
ertaine 
ourbure qui s'adapteà l'é
oulement.Dans 
ette dernière 
on�guration, des observations similaires ont été e�e
tuées pour laréa
tion auto-
atalytique 
hlorure-tétrathionate [45℄.4.3 Études existantesLorsque l'axe de la 
ellule est dirigé vers le haut, verti
ale (Fig.4.4), on se retrouve dansla 
on�guration d'une instabilité de Rayleigh-Taylor. Ce problème a déjà été très étudié. Il aété mis en éviden
e expérimentalement que le front des
endant, et don
 stabilisé par la gravitéest un problème de réa
tion-di�usion uniquement, et que le front as
endant voit sa vitesseaugmentée [39, 40℄ (expérien
es dans des tubes). Par une analyse de stabilité linéaire [21, 20℄,et des simulations numériques de l'équation de Navier-Stokes 2D [20℄, Huang & al ont montréqu'il existe un nombre d'onde de 
oupure qc en dessous duquel la gravité domine, l'instabilitéde gravité �l'emporte� sur la 
himie. Ce nombre d'onde dépend du paramètre adimensionné S :

S =
δρgb3

ρνD0
. (4.1)Bö
kmann et Müller [2℄ arrivent à la même 
on
lusion dans une étude expérimentale de laréa
tion IAA dans une 
ellule de Hele-Shaw. Martin & al [34, 35℄ ont introduit une longueur de
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tion en 
ellule de Hele-Shaw
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Fig. 4.4: Front de réa
tion 
himique expérimental verti
al : le front est légèrement déformé parla gravité, mais reste stationnaire.mélange de Rayleigh-Taylor (longueur MRT) L :
L3 = 2

b3

S
(4.2)
omme longueur d'onde de 
oupure dans la 
ellule de Hele-Shaw.La 
on�guration dans laquelle l'axe de la 
ellule est perpendi
ulaire à la gravité (Fig.4.5)a été étudiée par Rongy & al [43℄ : la résolution de l'équation de Stokes dans un problème 2Dmin
e leur permet d'introduire Ra, nombre de Rayleigh �
himique� 
omme paramètre de leursystème. Ce paramètre peut être relié aux pré
édents par la relation :

Ra =
b

L
=

(

S

2

) 1

3

. (4.3)PSfrag repla
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Fig. 4.5: Front de réa
tion 
himique expérimental dans une 
ellule de Hele-Shaw de 0.6*6 mm :l'axe z de la 
ellule est normal à la gravité. Le front apparaît en marron, le réa
tifplus lourd 
her
he à passer sous le produit plus léger, mais la réa
tion se propageantdu produit vers le réa
tif, elle 
ontre 
et e�et. Il en résulte un front à l'équilibre deforme stationnaire et de vitesse 
onstante.



4.4 Modélisation 2D 41Nous allons tenter, dans 
e qui suit, de dé
rire les intera
tions entre le 
hamps de vitesseinduit par la gravité dans une 
ellule de Hele-Shaw et la propagation du front de réa
tion, enparti
ulier au régime stationnaire, observé pour des temps longs.4.4 Modélisation 2D
0
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Fig. 4.6: S
héma d'une 
ellule de Hele-shaw de plan (Oyz) et de largeur W : l'épaisseur best très petite par rapport à W (en bas à droite). L' é
helle n'est pas respe
tée, lalongueur de la 
ellule dans la dire
tion z est beau
oup plus grande que W . Le frontse propage dans la dire
tion de l'axe de la 
ellule, z, du produit (de densité ρ−) versle réa
tif (de densité ρ+). À gau
he : l'axe de la 
ellule, z, est verti
al et orienté versle bas, le front de réa
tion se propage à la vitesse 
himique ~Vχ(du haut vers le bas).En haut à droite : l'axe de la 
ellule, z, est horizontal et le front de réa
tion déformése propage à la vitesse ~Vf .(Dans la dire
tion ~z, observation expérimentale).La Fig.4.6 représente une 
ellule de Hele-shaw de plan (Oyz) et de largeur W : l'épaisseur
b est très petite par rapport à W (en bas à droite). L' é
helle n'est pas respe
tée, la longueurde la 
ellule dans la dire
tion ~z est beau
oup plus grande que W . Le front se propage dansla dire
tion de l'axe de la 
ellule, z, du produit (de densité ρ−) vers le réa
tif (de densité
ρ+). Sur la gau
he, le produit plus léger est au-dessus du réa
tif plus lourd. Il n'y a don
 pasd'instabilité, et au
un é
oulement ne vient perturber la réa
tion 
himique. Le front se dépla
edon
 à la vitesse de réa
tion Vχ. À droite la 
ellule est horizontale, le front se propage à unevitesse Vf supérieure à Vχ. C'est dans 
ette 
ellule, modélisée à deux dimensions, que nousallons étudier l'é
oulement de la réa
tion IAA ave
 gravité. Le 
hamp de vitesse modi�e lefront 
omme nous l'avons vu dans le 
hapitre pré
édent. Mais 
ette fois, la di�éren
e de densitéentre le produit et le réa
tif modi�e à son tour l'é
oulement au niveau du front de réa
tion. Ona don
 un système d'équations 
ouplées à résoudre.Les simulations 2D ont été e�e
tuées en utilisant le modèle NSD-CDR [20, 35℄. Il a étéutilisé ave
 su

ès dans l'étude de la dispersion expérimentale mesurée pour un front de réa
tion
himique (IAA) instable par gravité dans une 
ellule de Hele-Shaw [2℄. Ce modèle a permis deprédire l'évolution des 
hamps de 
on
entration C et des 
hamps de vitesse U moyennés dans



42 4. É
oulement de la réa
tion en 
ellule de Hele-Shawl'épaisseur b de la 
ellule de Hele-Shaw (Fig.4.6) :
C(y, z) =

1

b

∫ b

0
c(x, y, z)dx, (4.4)

~U(y, z) =
1

b

∫ b

0
~u(x, y, z)dx, (4.5)en résolvant :� une équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tion (CDR) :

∂C

∂t
+ ~U · ~∇C = D△C + αC2(1 − C) (4.6)� et l'équation de Navier-Stokes-Dar
y (NSD) :

∂~U

∂t
+ (~U · ~∇)~U = −1

ρ
~∇P − ν

K
~U +

δρ

ρ
~g + βν△~U (4.7)ave
 K = b2

12 la perméabilité de la 
ellule de Hele-Shaw, δρ = ρ+ − ρ− la di�éren
e de densitéentre le réa
tif et le produit, P la pression du �uide et ν la vis
osité 
inétique du �uide. Ledernier terme de la partie droite de l'équation (4.7) est la 
orre
tion de Brinkmann à l'équationde Dar
y.Les équations (4.6) et (4.7) sont résolues par la méthode BGK sur réseau pour des �uidesmis
ibles [13, 51℄. On utilise des 
onditions aux limites non-glissantes pour le �uide et la 
on
en-tration. Nous dis
utons dans le 
hapitre suivant le 
hoix de 
es 
onditions.Plusieurs valeurs du préfa
teur de Brinkmann β ont été proposées [44, 34, 56℄. Dans le
as d'une 
ellule de Hele-shaw, il a été montré [56℄ que β pouvait être approximé par 12
π2 ≃

1.21. C'est don
 la valeur que nous avons 
hoisi, après 
ependant avoir testé l'in�uen
e de 
eparamètre dans nos simulations, résultats présentés dans le 
hapitre suivant.Nous avons vu dans les 
hapitres 2 et 3 qu'on peut modéliser la di�usion ma
ros
opique
D dans l'équation (4.6) par une appro
he de Taylor [52, 30, 28℄ lorsque la vitesse n'est pastrop grande et/ou que la 
ellule n'est pas trop épaisse. Si on 
onsidère que le 
hamp de vi-tesse dans l'épaisseur b de la 
ellule est un é
oulement de Poiseuille, on peut rempla
er dansl'équation moyennée dans la tran
he par D = D0 +DT , ave
 DT le 
oe�
ient de Taylor 
al
ulépré
édemment. On a don
 :

DT =
1

210

(Ub)2

D0
, (4.8)ave
 U la norme de la vitesse du �uide au point où est 
al
ulé D. Ce 
oe�
ient dépend don
de l'é
oulement lo
al.



4.5 Paramètres adimensionnés 434.5 Paramètres adimensionnésLes paramètres adimensionnés du système sont 
onstruits à partir des quantités expérimen-tales suivantes :� la se
tion de la 
ellule de Hele-Shaw b = 0.4mm et W = 4mm (tous deux petits devantla longueur de la 
ellule),� les propriétés du �uide δρ
ρ = 1.5 × 10−4, ρ = 103 kg/m3 et η = 1.1 × 10−3 Pa.s,� les propriétés de di�usion-réa
tion D0 = 2 × 10−10 m2/s et Vχ = 11.5µm/s.Les autres quantités expérimentales 
omme le taux de réa
tion 
himique α, la largeur 
hi-mique lχ sont liées aux quantités pré
édentes via (2.15) et (2.14). On peut dé�nir une vitesse
ara
téristique de gravité Vg par :

Vg =
δρgβ

η
. (4.9)qui 
ompare une for
e de gravité à une for
e visqueuse. Le rapport de 
ette vitesse à Vχ nouspermet de dé�nir :

ε =
Vg

Vχ
. (4.10)La largeur de la 
ellule étant un paramètre important de notre problème, nous avons introduitdeux paramètres permettant de 
omparer 
ette largeur à l'épaisseur b de la 
ellule et à la vitesse
himique lχ :

Γ =
W

b
, (4.11)

Γχ =
W

lχ
. (4.12)Les valeurs typiques de 
es di�érents paramètres sont : Vg = 20µm/s, ε = 1.7, lχ = 17.4µm,

Γ = 10, Γχ = 230. Le nombre de Reynolds Re =
Vgb
ν est de l'ordre de 8 × 10−3. Nous sommestoujours en régime visqueux où l'inertie n'a pas d'in�uen
e sur le �uide, Re n'est don
 pas unparamètre pertinent pour notre étude. Ces trois paramètres adimensionnés su�sent à dé
rirele problème. On trouve d'autres paramètres dans la littérature, le nombre de Thiele Φ, lenombre de Damkhöler Da et le nombre de Pé
let Pe que l'on peut exprimer en fon
tion de nosparamètres :

Φ2 =
αb2

D0
= 2
( b

lχ

)2
= 2
(Γχ

Γ

)2
≃ 1000, (4.13)

Da =
αlχ
Vg

= 2
Φ

ε
= 1.2, (4.14)

Pe =
b2Vg

D0lχ
= ε
(Γχ

Γ

)2
= 900. (4.15)Mais pour notre problème, nous allons montrer que 
e sont les paramètres ε, Γ et Γχ quisont les plus pertinents. Ave
 les paramètres de référen
e, L = 65µm (et Ra = 470), don


b est su�samment petit pour prévenir les instabilités de Rayleigh-taylor. Les résultats serontprésentés pour des variations autour des paramètres adimensionnés présentés pré
édemment.
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Chapitre 5
Étude des paramètres de modélisation

PSfrag repla
ements
~g

Fig. 5.1: Champs de 
on
entration du produit, de vitesse et de rotationnel obtenus par simula-tion numérique pour une 
ellule dont l'axe est perpendi
ulaire par rapport à la gravité.La �gure Fig.5.1 est un exemple 
ara
téristique des 
hamps de 
on
entration et de vitessequ'on peut obtenir. Dans le 
as présenté, la 
ellule est horizontale, 
'est à dire que son axeest perpendi
ulaire par rapport à la gravité. Les paramètres adimensionnés valent : ε = 1.55,
Γ = 10 et Γχ = 115. L'image du haut représente le 
hamp de 
on
entration ave
 le produit enrouge à gau
he et le réa
tif en bleu à droite. On peut observer une tête bombée en haut, làou le �uide et le front de 
on
entration sont 
o-
ourants, puisque le produit plus léger passeau-dessus du réa
tif plus lourd. Le front présente ensuite une très légère 
ourbure et se termineà la paroi de façon quasiment linéaire. À 
et endroit le �uide et le front sont à 
ontre-
ourants :le réa
tif plus lourd passe sous le produit tandis que le front avan
e toujours du produit vers leréa
tif. On pourrait don
 observer un point de rebroussement s'il n'y avait pas la paroi, 
ommeil a été observé dans un é
oulement sinusoïdal [28℄. Le 
hamp de vitesse se présente 
ommeun rouleau autour du front (image du milieu). Dès qu'on s'éloigne du front, le 
hamp est trèsrapidement nul. On peut remarquer qu'il est également nul sur le front et qu'il 
isaille autourdu front, 
omme le montre le 
hamp de rotationnel en bas. Nous allons étudier dans 
e 
hapitrel'in�uen
e des paramètres de nos modèles numériques sur la propagation du front de réa
tion
himique.



46 5. Étude des paramètres de modélisation5.1 Mesures e�e
tuées
PSfrag repla
ements Lz
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Fig. 5.2: Champ de 
on
entration stationnaire dans une 
ellule de Hele-Shaw (en haut) delargeur W et de longueur Lz, et pro�l de 
on
entration (en bas) moyenné sur lalargeur W . Pour mesurer la largeur du front lf , on moyenne le 
hamp sur la largeurde la 
ellule W , puis on mesure la distan
e séparant les 
on
entrations < C >= 0.99et < C >= 0.01.On mesure la largeur du front lf en moyennant la 
on
entration sur la largeur de la 
ellule
W (Fig.5.2), puis en mesurant la distan
e séparant les 
on
entrations moyennes < C >= 0.99et < C >= 0.01 au 
ours du temps. La dérivée en temps de la position de la 
on
entrationmoyenne < C >= 0.5 permet de mesurer la vitesse du front Vf .PSfrag repla
ements
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Fig. 5.3: Convergen
e des vitesse et largeur du front de réa
tion 
himique.En traçant la vitesse où la largeur en fon
tion du temps, on observe très nettement un pla-teau, zone pour laquelle la vitesse ou la largeur a 
onvergé (Fig.5.3). Le 
ritère de 
onvergen
eretenu est le suivant :
∣

∣

∣

∂Vf

∂t

∣

∣

∣
< 10−8Vf . (5.1)



5.2 In�uen
e du 
oe�
ient de Brinkmann 475.2 In�uen
e du 
oe�
ient de BrinkmannPour tester l'in�uen
e du 
oe�
ient de Brinkmann, nous avons fait varier β sur [0.5 : 1.4](toutes les valeurs trouvées dans la littérature sont in
luses dans 
et intervalle). On a tra
ésur la Fig.5.4 la vitesse de l'état �nal Vf normalisée par la vitesse Vχ en fon
tion de β. Lesvariations de la vitesse du front de réa
tion 
himique ne sont pas supérieures à 5%. De plus,la forme du front ne 
hange que très peu. Nous avons don
 pris la valeur donnée dans [56℄, àsavoir β = 12/π2 ≃ 1.216, tout en sa
hant que la valeur exa
te importe peu.PSfrag repla
ements
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Fig. 5.4: Pro�ls obtenus pour di�érentes valeurs du 
oe�
ient de Brinkmann (4.7) lorsque laforme stationnaire est atteinte : à gau
he β = 1.4, à droite β = 0.5. Il y a un pas de
0.1 pour β entre 
haque pro�l. Chaque image a été prise au même instant. La vitessevarie très peu lorsque β varie. Le pro�l est modi�é prin
ipalement sur le haut de la
ellule, où le �uide et la réa
tion vont dans le même sens. On a 
hoisi π2

12 ≃ 1.21.
5.3 In�uen
e des 
onditions aux limitesLes 
onditions aux limites permettent de mesurer l'e�et des parois sur la vitesse et la largeurdu front de réa
tion 
himique. Nous avons regardé les di�éren
es entre des 
onditions aux limitesnon-glissantes et des 
onditions aux limites glissantes pour trois largeurs de 
ellule di�érentes,ave
 Γ = 5, Γ = 10 et Γ = 20. Les di�érents fronts obtenus sont représentés sur la Fig.5.5 :la �tête� du front est plus 
ourbé pour les 
onditions non-glissantes, pour lesquelles la vitesseest nulle à la paroi que pour les 
onditions glissantes, pour lesquelles seule la 
omposante dela vitesse perpendi
ulaire à la paroi est nulle quelque soit la largeur de la 
ellule. Sur la �tête�du front, l'é
oulement et la réa
tion vont dans la même dire
tion, on parle de propagation
o-
ourante. Dans le 
as où la vitesse est nulle à la paroi, le front se déforme pour avoir unevitesse stationnaire. La déformation est moins forte lorsque la vitesse n'est pas nulle à la paroi.
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Fig. 5.5: Aspe
t et position du front de réa
tion pour des 
onditions aux limites non-glissantes,à gau
he en vert, et glissantes, à droite en rouge pour Γ = 5 en haut, Γ = 10 aumilieu et Γ = 20 en bas. La �tête� du front est plus 
ourbée pour les 
onditionsnon-glissantes, pour lesquelles la vitesse est nulle à la paroi que pour les 
onditionsglissantes, pour lesquelles seule la 
omposante de la vitesse perpendi
ulaire à la paroiest nulle.Sur la Fig.5.6, on a tra
é les vitesses de l'état �nal Vf normalisées par Vχ pour Γ = 5 en vert,
Γ = 10 en bleu et Γ = 20. Les 
onditions non-glissantes sont en trait plein, et les glissantes enpointillé. On observe de façon non surprenante que la vitesse est systématiquement plus grandepour les 
onditions glissantes (≃ 10%). On peut observer que 
ette di�éren
e est légèrementplus petite lorsque la 
ellule est plus grande, 
e qui est prévisible puisque l'in�uen
e des paroisest moins importante lorsque la 
ellule est plus grande. Nous avons 
hoisi des 
onditions auxlimites non-glissantes 
ar pour le �uide, la vitesse est nulle aux parois. De plus, la valeur quenous avons 
hoisie pour le 
oe�
ient de Brinkmann a été 
al
ulée pour des 
onditions non-glissantes.PSfrag repla
ements
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Fig. 5.6: Comparaison de la 
onvergen
e des vitesses pour deux 
onditions aux limites, boun
e-ba
k en trait plein et glissantes en pointillés, et pour trois largeurs de 
ellule di�é-rentes : Γ = 5 en vert, Γ = 10 en bleu et Γ = 20 en magenta. Pour 
haque rapportd'aspe
t, la vitesse est environ plus grande de 10% pour les 
onditions glissantes.



5.4 In�uen
e des 
onditions initiales 495.4 In�uen
e des 
onditions initialesOn peut également se poser la question de l'in�uen
e du 
hoix de la 
on
entration initialesur le temps de 
onvergen
e de la vitesse ou de la largeur. On peut e�e
tivement penser quesi la forme du front de réa
tion initial est pro
he de 
elle de l'état stationnaire, la vitesse et lalargeur du front 
onvergeront plus vite.Nous avons 
ommen
é par 
omparer les 
onvergen
es du problème stabilisé par gravité etdu problème sans gravité : les états �naux sont les mêmes, il s'agit d'un front stationnaire platde vitesse Vf = Vχ. On peut e�e
tivement observer sur la Fig.5.7 que la vitesse Vf normaliséepar Vχ 
onverge vers 1 plus rapidement dans le problème ave
 gravité (
ourbe du haut) quedans le problème sans gravité (
ourbe du milieu).Nous avons ensuite fait le test pour une 
ellule dont l'axe a un angle de 45◦ ave
 le gra-vité puisque pour 
et angle, le front de l'état �nal est quasiment horizontal par rapport à lagravité (Fig.5.7(g)). Les deux initialisations sont un front perpendi
ulaire à l'axe z de la 
el-lule (Fig.5.7(f)), et un front horizontal par rapport à la gravité (Fig.5.7(e)). Mais pour 
esdeux 
as, la vitesse (et la largeur non présentée) 
onvergent à la même vitesse. Le temps pourarriver à l'état stationnaire ne semble dépendre que de la 
himie, et pas de la gravité 
e quiest 
ontradi
toire ave
 le résultat pré
édent. Il y a 
ependant une di�éren
e importante ave
 lepremier exemple : dans le se
ond 
as, l'état �nal n'est pas le même que 
elui qu'on aurait sans
himie pour deux �uides de densité di�érente pla
és l'un au dessus de l'autre dans une 
ellulein
linée de 45◦. L'état initial n'in�uençant don
 pas l'état �nal, nous utiliserons un état initialperpendi
ulaire à l'axe de la 
ellule quelque soit l'angle.
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0 4.105 8.105Fig. 5.7: In�uen
e de l'initialisation de la 
on
entration du produit sur la 
onvergen
e de lavitesse du front de réa
tion 
himique : en pointillés (· · ·), l'initialisation (a) est trèsdi�érente de l'état �nal (b) pour un système stabilisé par la gravité, les traits (− · −)
orrespondent également à un état initial (
) di�érent du �nal (d) mais pour unsystème sans gravité. En�n, pour la 
ourbe en tirets (−−) le �uide léger (produit) aété initialisé au dessus du �uide lourd (réa
tif) (e), et en trait plein (�) le front aété initialisé perpendi
ulaire à l'axe z de la 
ellule (f) pour un même état �nal (g).
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lusion 515.5 Con
lusion
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Fig. 5.8: S
héma de dé�nition des angles et dire
tions de la 
ellule : on a représenté un front deréa
tion auto-
atalytique 2D dans son état stationnaire. Le réa
tif est plus lourd que leproduit. ~n est la dire
tion perpendi
ulaire au front. C'est la dire
tion de propagationde la réa
tion 
himique, qui n'est pas la même que la dire
tion de propagation dufront. Vf est la vitesse du front. Le front se propage dans la dire
tion zde la 
ellule.
~g est le ve
teur gravité. On dé�nit l'angle θ entre la dire
tion de propagation et ladire
tion de la gravité. θ prendra les valeurs 
omprises entre 0◦ et 180◦.Notre problème 
onsiste à modéliser une 
ellule de Hele-Shaw dont l'épaisseur b est trèspetite devant la largeur W et la longueur de 
ellule Lz par une 
ellule 2D de dimension W ×Lz.Nous utilisons pour 
ela l'équation NSD ave
 un 
oe�
ient de Brinkmann β = 12/π2. Nousmodélisons également la réa
tion 
himique IAA en résolvant l'équation CDR ave
 un 
oe�
ientde di�usion égal à 
elui 
al
ulé pour un é
oulement de Poiseuille dans le 
hapitre 3. Nousétudions l'in�uen
e des paramètres ε = Vg/Vχ, Γ = W/b, Γχ = W/lχ, ainsi que le paramètre

θ qui dé�nit l'angle entre la dire
tion de propagation et la dire
tion de la gravité (Fig.5.8).L'étude de 
e dernier paramètre a déjà été menée dans des tubes [38℄, mais pas, à notre
onnaissan
e, dans une 
ellule de Hele-Shaw dont le rapport d'aspe
t engendre des phénomènesinexistants dans des tubes. Nous avons mesuré Vf , la vitesse de l'état �nal du front, et lf lalargeur de 
et état �nal.Le 
hamp de 
on
entration est initialisé par une mar
he, et le front de vitesse est nul partout,et nous avons utilisé des 
onditions aux limites non-glissantes pour le �uide et la 
on
entration.
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Chapitre 6
Étude des paramètres physiques
6.1 Comparaison ave
 les expérien
es

PSfrag repla
ements
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Fig. 6.1: Comparaison qualitative des résultats expérimentaux et numériques : les fronts sta-tionnaires expérimentaux sont à gau
he et les simulations à droite. Les paramètresdes simulations sont les mêmes que 
eux des expérien
es : b = 0, 4mm, W = 8mm,
δρ
ρ = 1, 5.10−4, Vχ = 11, 51µm.s−1, η = 1, 1.10−3 Pa.s et D0 = 2.10−10 m2.s−1. Leproduit apparaît en jaune et le réa
tif en noir. Pour les expérien
es, le front apparaîten marron et laisse une traînée légèrement marron dans le produit. Les angles utiliséssont de bas en haut : θ = 0◦, 45◦, 90◦, 135◦ et 180◦.Nous avons dans un premier temps e�e
tué une 
omparaison qualitative des résultats. Surla Fig.6.1 : les fronts stationnaires expérimentaux sont à gau
he et les simulations à droite. Lesparamètres des simulations sont les mêmes que 
eux des expérien
es : b = 0, 4mm, W = 8mm,

δρ
ρ = 1, 5.10−4, Vχ = 11, 51µm.s−1, η = 1, 1.10−3 Pa.s et D0 = 2.10−10 m2.s−1. Le produitapparaît en jaune et le réa
tif en noir. Pour les expérien
es, le front apparaît en marron et laisseune traînée légèrement marron dans le produit. Les angles utilisés sont de bas en haut : θ = 0◦,
45◦, 90◦, 135◦ et 180◦. Sans for
e extérieure, le front de réa
tion se dépla
e du produit vers le
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tif à la vitesse 
himique Vχ (2.15) ave
 une interfa
e plane. Sa largeur vaut environ 9lχ
1(2.14). C'est le 
as de θ = 0◦ : le réa
tif plus lourd que le produit est en dessous : les e�ets degravité sont stabilisants pour le système. Dès que θ augmente, les 
ourants gravitaires induisentun é
oulement 
o-
ourant en haut de la 
ellule, et un é
oulement 
ontre-
ourant en bas, et lefront se déforme. Il adapte sa forme et sa vitesse aux nouvelles 
onditions extérieures pourtrouver de nouveau un état stationnaire. L'extension du front augmente ave
 θ, puis diminuelorsque θ devient trop grand. On observe un bon a

ord entre les formes de front expérimentaleset numériques. Mais au bas de la 
ellule, il existe une 
ourbure expérimentale qu'on ne reproduitpas numériquement. À 
et endroit le �uide est à 
ontre-
ourant par rapport à la dire
tion depropagation du front de réa
tion. Il peut s'agir d'une mauvaise modélisation de l'e�et du �uideà 
ontre 
ourant sur la 
himie. C'est la même 
hose pour θ = 180◦ : le ra

ord au bord dela 
ellule est plus �n numériquement que pour les expérien
es. La forme du front est tout demême bien modélisée par la simulation.
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Fig. 6.2: In�uen
e de la largeur W de la 
ellule en 
oordonnées polaires : la vitesse du front
Vf normalisée par la vitesse 
himique Vχ est tra
ée en fon
tion de θ (r =

Vf (θ)
Vχ

)pour trois largeurs di�érentes : 2 mm (�), 4 mm (· · ·), 8 mm (−−). r = 1 (− · −)
orrespond à Vf = Vχ pour 
omparaison.La �gure Fig.6.2 montre les résultats obtenus pour trois valeurs de Γ = 5, 10, et 20 ave
l'épaisseur b 
onstante. On a tra
é, en 
oordonnées polaires la vitesse du front Vf normaliséepar la vitesse 
himique Vχ en fon
tion de l'angle θ 
ompris entre 0◦ et 180◦. Pour θ = 0◦,
Vf = Vχ quelle que soit la valeur de Γ. La vitesse du front Vf augmente ave
 l'angle θ et passepar un maximum 
ompris entre 120◦ et 150◦. La valeur de 
e maximum augmente ave
 Γ, de lamême façon que Vf pour un angle θ donné. Cette représentation permet une 
omparaison ave
Nagypal & al [38℄, qui observent les mêmes tendan
es, ave
 notamment un maximum dansl'intervalle [130◦150◦].

1En mesurant la distan
e entre la 
on
entration C = 0.99 et C = 0.01, on trouve un fa
teur 9 ave
 lχ.
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θFig. 6.3: Comparaison quantitative des résultats expérimentaux et numériques. Pour la mêmesérie de paramètres (b = 0, 4mm, W = 8mm, δρ
ρ = 1, 5.10−4, Vχ = 11, 51µm.s−1,

η = 1, 1.10−3 Pa.s et D0 = 2.10−10 m2.s−1) nous avons 
omparés les mesures nu-mériques de la vitesse du front (•) ave
 les mesures de plusieurs séries d'expérien
es(△ � ♦). Sur 
e graphe, la vitesse du front en µm.s−1 est tra
ée en fon
tion de θ :les expérien
es et les simulations donnent un maximum pour θ 
ompris entre 120◦ et
150◦ [38, 40℄.Nous avons également réalisé une 
omparaison quantitative de nos résultats ave
 des ex-périen
es réalisées au laboratoire (Fig.6.3). Les vitesses mesurées ont été tra
ées en fon
tionde l'angle. Les symboles ouverts représentent les expérien
es (un symbole pour une série), etles symboles fermés reliés par une ligne, les résultats numériques. On peut observer un bona

ord. On peut remarquer que pour une même série, il y a une grande dispersivité des pointsexpérimentaux, 
e qui est fréquent ave
 
e genre de réa
tion 
himique. Une étude numériquedevrait don
 être plus appropriée pour une étude paramétrique.

6.2 Champs de vitesseOn peut dé�nir deux 
omportements parti
uliers du �uide lorsque l'axe de la 
ellule est
olinéaire à la gravité : pour θ = 0◦, le �uide est au repos tandis que lorsque θ = 180◦ (Fig.6.4,à droite), on observe deux rouleaux 
ontrarotatifs [20, 53℄ : le �uide est 
o-
ourant à la réa
tionau milieu de la 
ellule, et 
ontre-
ourant près des parois. Lorsque θ est 
ompris entre 
es deuxvaleurs (Fig.6.4, à gau
he pour les angles θ = 45◦, 90◦ et 135◦ respe
tivement de haut enbas), on observe un seul rouleau, ave
 un é
oulement 
o-
ourant en haut de la 
ellule et 
ontre-
ourant en bas. Le dégradé de gris représente l'intensité de la vitesse du �uide : plus il est 
lair,plus la vitesse est élevée. On observe que dès qu'on s'éloigne du front, la vitesse devient quasinulle : le front peut être assez pro
he des 
onditions d'entrée et de sortie sans être perturbé.On voit que la vitesse est plus importante lorsque θ = 135◦.
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Fig. 6.4: E�et du 
ontraste de densité sur la vitesse du �uide. À gau
he, de haut en bas,

θ = 45◦, 90◦ et 135◦. À droite, θ = 180◦. Le dégradé de gris représente l'intensitéde la vitesse du �uide. Plus il est 
lair, plus la vitesse est élevée. Les lignes sont lesiso
ontours de valeur C = 0.1, 0.5 et 0.9.6.3 Régime eikonalPSfrag repla
ements
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Fig. 6.5: Vitesse du front Vf normalisée par Vχ en fon
tion de Γχ. Les points numériquessont reliés par une 
ourbe qui montre la transition entre le régime de Taylor pour lesfaibles Γχ et le régime eikonal pour les grands Γχ. Les expérien
es et les simulationsprésentées sont dans la zone bleutée, don
 en régime eikonal.Nous avons vu dans le 
hapitre 2, il y a deux régimes asymptotiques : le régime de mélangepour une largeur 
himique lχ grande, et le régime eikonal pour un front in�niment �n. Dansnotre modèle, nous avons un régime de mélange dans l'épaisseur 
ar b ≃ lχ. Cependant dansla largeur, on peut trouver les deux régimes suivant la valeur du paramètre Γχ = W/lχ. Nousavons don
 fait varier 
e paramètre pour Γ = 10 et ε = 1.6, et les résultats sont présentéssur la Fig.6.5. Lorsque Γχ → 0 la gravité ne joue plus, et don
 en l'absen
e d`'é
oulement, onretrouve la vitesse 
himique Vχ. À l'opposé pour les grandes valeurs de Γχ, Vf tend vers unmaximum (régime eikonal). Nos simulations se situant pro
hes de 
ette zone, Γχ nos résultats
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0◦ 30◦ 60◦ 90◦ 120◦ 150◦ 180◦Fig. 6.6: Pour la 
ourbe représentée par des 
arres, la largeur 
himique lχ a été multipliée pardeux. On obtient deux 
ourbes quasiment 
onfondues ave
 les mêmes ǫ et Γ, et tousles autres paramètres qui varient. Nous avons vu que dans le régime eikonal, Γχ nejoue pas beau
oup, 
e qui est 
on�rmé surtout pour les petits et pour les grands angles.Cette assertion est 
on�rmée par la Fig.6.6 : nous avons tra
é Vf/Vχ en fon
tion de θ pourdeux valeurs de Γχ = 120 (•) et Γχ = 230 (2) pour ε = 3 et Γ = 10, et les 
ourbes sontquasiment 
onfondues. Ce 
omportement 
ontraste ave
 
elui obtenu dans un é
oulement deStokes pour lequel une observation de la vitesse est observée ave
 la distan
e entre les paroisnon-glissantes. Cependant dans 
ette étude, Γχ varie entre 5 et 20, 
e qui 
orrespond à unrégime intermédiaire. Dans le régime eikonal, qui s'applique lorsque la largeur du front est
PSfrag repla
ements
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−130 0 130Fig. 6.7: Pro�l de vitesse typique dans le plan de la 
ellule Hele-Shaw : vitesse du front normaleau front ~Vinter f ·~n
Vχ

(�) et vitesse du �uide normale au front U ·~n
Vχ

(- -) en fon
tion dela 
oordonnée y. Les deux quantités sont très pro
hes 
omme le prévoit le régimeeikonal. En pointillé (· · ·), il s'agit de la vitesse de l'état stationnaire Vf . Lorsque lavitesse du �uide est maximum, Vf · ~n = Vf . ε = 1.6, Γ = 10 et Γχ = 230.petite devant l'é
helle de la déformation, l'équation moyenne de 
onve
tion-di�usion-réa
tion



58 6. Étude des paramètres physiquespeut être rempla
ée par l'équation eikonale :
~Vinter f · ~n = U · ~n + Vχ + D(U)κ (6.1)ave
 ~Vinter f la vitesse lo
ale de propagation du front sur l'interfa
e. Dans 
e régime, la formedu front est liée à la vitesse du front par 
ette équation eikonale. La Fig.6.7 montre un pro�ltypique de la vitesse normale du front, ~Vinter f ·~n−Vχ et de la vitesse normale du �uide, U ·~n. Les
ourbes sont quasiment 
onfondues, et on peut simpli�er l'équation eikonale en négligeant la
ourbure du front. Cette dernière est 
ependant responsable de la di�éren
e de 8% observée làoù la vitesse du �uide est maximale. On peut remarquer que la vitesse du front Vf 
orrespond aumaximum de ~Vinter f ·~n. Ce
i indique que le front est normal à l'axe z de la 
ellule au maximumde vitesse. Ave
 
ette équation simpli�ée, la vitesse du front peut être estimée à partir de lavitesse du �uide par Vf ≃ Vχ + max(U · ~n). Bien que 
e maximum de vitesse soit fon
tion de

Vg, les simulations numériques sont né
essaires pour le mesurer. Une autre façon d'estimer Vfest de mesurer l'angle (sin ϕ) = ~n · ~z là où U · ~n s'annule sur le front : Vf = Vχ/ sin ϕ. On peutapproximer grossièrement ϕ en supposant que le front peut-être 
onsidéré 
omme une droite.On a alors tan ϕ ≃ W/E, ave
 E l'extension du front (E = lf ). On obtient ainsi :
Vf ≃ Vχ

sin
(

arctan
(

W
E

)

) = Vχ

√

1 +
W 2

E2
. (6.2)PSfrag repla
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Fig. 6.8: À gau
he, l'extension E du front réa
tion 
himique normalisée par la largeur de la
ellule W est tra
ée en fon
tion de θ. À droite, Vf/Vχ (symboles ouverts) en fon
tionde θ est 
omparé à l'estimation obtenue d'après l'équation eikonal simpli�ée (6.2).Les paramètres sont : Γχ = 230, Γ = 10 et ε = 0.8(◦), 1.6(�) et 3.2(△).Nous avons tester 
e modèle sur nos mesures de l'extension et de la vitesse de front(Fig.6.8) : les 
ourbes représentant E/W (à droite) en fon
tion de l'angle et 
elles repré-sentant Vf/Vχ en fon
tion de l'angle ont des allures très similaires. De plus l'équation (6.2)donne un assez bon résultat (en pointillé sur les 
ourbes de gau
he). On a don
 une relationsimple entre la vitesse et l'extension dans le régime eikonal. Nous présenterons don
 les mesuresde vitesse dans la suite de 
e 
hapitre.
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0◦ 30◦ 60◦ 90◦ 120◦ 150◦ 180◦Fig. 6.9: Pour 
es trois 
ourbes, il y a trois valeurs de δρ di�érentes. On a Γ 
onstant, et ǫ quivarie. Si on prend la di�éren
e entre ~Vf .~n et Vχ, et qu'on normalise par la vitessede Dar
y, les 
ourbes se 
onfondent lorsque θ > 90◦. Les paramètres sont Γχ = 230,
Γ = 10 et ε = 0.8(◦), 1.6(�) et 3.2(△).On peut observer sur la Fig.6.8 que l'extension E et la vitesse Vf augmentent fortement ave
le paramètre mesurant la gravité ε. La se
onde �gure suggère que (Vf −Vχ) varient linéairementave
 ε. En e�et, en normalisant (Vf−Vχ) par Vg (Fig. 6.9), les 
ourbes se rejoignent sur une seule
ourbe. Cet e�et est notamment fort pour les grands angles, 
'est-à-dire là où la gravité jouele plus. Ce 
omportement va à l'en
ontre de 
elui observé par Rongy & al [43℄ qui observaientune loi en √

ε, tandis que nos résultats montrent que (Vf − Vχ) ∝ ε. Mais leur étude porte surun é
oulement de Stokes, dans un régime intermédiaire entre le régime de mélange et le régimeeikonal.6.5 In�uen
e du rapport d'aspe
t de la 
elluleLe rapport d'aspe
t Γ = W/b est le dernier paramètre que nous avons étudié. Nous avonsmesuré (Vf − Vχ)/Vg en fon
tion de θ pour trois valeurs de Γ di�érentes et pour ε = 1.6et Γχ = 230 (Fig.6.10). Les trois 
ourbes sont pro
hes les unes des autres, surtout pour lespetits angles et les grands angles. Cependant, doubler la valeur de Γ fait augmenter de 25% lemaximum de vitesse (obtenu pour 120◦θ < 135◦).Cette di�éren
e peut s'expliquer par le fa
teur de Brinkmann, qui joue prin
ipalement dansle voisinage des 
onditions aux limites. On peut le voir sur la Fig.6.11 en traçant les pro�ls devitesse sur le front pour di�érents Γ normalisés par b à gau
he, et W à droite. Les variationsspatiales de la vitesse du �uide normalisée par W sont identiques partout, sauf près de la paroi,au maximum de vitesse. Dans 
ette région, le 
oe�
ient β a�e
te le �uide sur une distan
e b.L'e�et des 
onditions aux limites non-glissantes est ainsi 
ara
térisé par le rapport b/W , 
e quiexplique le 
omportement observé sur la Fig.6.10.
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haque 
ouple
(∆ρ, b), à vitesse de Dar
y 
onstante, on obtient trois 
ourbes di�érentes. Cette foisles 
ourbes se 
onfondent lorsque θ est petit. Les paramètres sont : Γ = 7.1(◦), 10(�)et 14.2(△). Γχ = 230 et ε = 1.6 sont gardés 
onstants.PSfrag repla
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0 0.5 1Fig. 6.11: Les pro�ls de vitesse sont mesurés sur le front et sont tra
és en fon
tion de y nor-malisés par b à gau
he et W à droite. Les 
ourbes 
orrespondent à Γχ = 7.1 (�),
10 (−−) et 14.2 (· · ·). Γχ = 230 et ε = 1.6 sont 
onstants.6.6 Con
lusionNous avons don
 analysé les e�ets de di�éren
e de densité entre le produit et le réa
tif surla forme et la vitesse du front de réa
tion 
himique se propageant dans une 
ellule de Hele-Shaw re
tangulaire. Nous avons pour 
ela utilisé la méthode BGK sur réseau pour résoudre leséquations moyennées dans l'épaisseur de la 
ellule pour le �uide et la 
on
entration, 
'est-à-direl'équation de Stokes-Dar
y 
ouplée à l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tion. Nous avonsobservés des fronts stationnaires se propageant dans la dire
tion de l'axe de la 
ellule. Nousavons montré que dans le régime de notre étude ie le régime eikonal, la forme lo
ale du frontest liée à la vitesse du front, ainsi que 
elle du �uide par l'équation eikonale. Nous avons pu endéduire une relation simple entre la vitesse et l'extension du front :

Vf ≃ Vχ

sin arctan W
E

= Vχ

√

1 +
W 2

E2
, (6.3)qui a été validée par nos mesures.
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lusion 61Nous avons e�e
tué une étude paramétrique du problème en utilisant les paramètres ε =

Vg/Vχ, Γ = W/b et Γχ = W/lχ. La vitesse du front normalisée par la vitesse 
himique s'avèreêtre proportionnelle à ε :
Vf

Vχ
− 1 = εG(Γ,Γχ), (6.4)ave
 la fon
tion G qui varie de moins de 25% quand Γ est multiplié par 2. Ses variations sontnégligeables quand Γχ >> 1. Ces résultats justi�ent l'utilisation des paramètres susmentionnés,et suggèrent un s
aling de Vf −Vχ par Vg. Nos résultats se 
omparent bien ave
 les expérien
esréalisées ave
 la réa
tion IAA se propageant dans un 
ellule de Hele-Shaw re
tangulaire.
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Chapitre 7
Propagation de la réa
tion dans unmilieu poreux 2D

Les milieux poreux sont des matériaux pour lesquels la phase solide, fortement imbriquéeave
 la phase �uide, est �xe. De manière générale, les milieux poreux sont dé�nis par deux
ritères : le matériau doit 
ontenir de petits espa
es vides, les pores, le matériau doit êtreimperméable à un é
oulement de �uide. On dé�nit ainsi deux 
ara
téristiques essentielles d'unmilieu poreux : la porosité, soit la fra
tion volumique de vide du milieu, et la perméabilité quiindique l'aptitude d'un milieu poreux à être traversé par un é
oulement. Ce sont deux grandeursma
ros
opiques du milieu poreux. Il existe également deux paramètres importants au niveaumi
ros
opique, en parti
ulier quand un �uide 
ir
ule dans l'espa
e des pores : la 
onne
tivité,qui 
ara
térise le nombre de voisins pour un pore, la présen
e de bras morts, et la tortuosité,qui représente le 
ara
tère non re
tiligne des traje
toires. Dans 
e 
hapitre, nous 
her
heronsà 
onnaître le 
ouplage entre un é
oulement et le milieu poreux à une é
helle mésos
opique àpartir d'une étude ma
ros
opique. C'est don
 la perméabilité qui nous intéressera.L'étude présentée dans 
e dernier 
hapitre s'appuie sur les travaux de thèse de LaurentTalon [50℄, qui a utilisé le même type de proto
ole dans l'étude d'un tra
eur passif dans uné
oulement stationnaire dans un 
hamp de perméabilité hétérogène.7.1 Modélisation du poreuxNous avons voulu regarder l'évolution du front de réa
tion 
himique dans un milieu poreux.Nous avons en e�et vu qu'un 
hamp de vitesse peut modi�er la vitesse et la forme du front deréa
tion. Dans 
e dernier 
hapitre, la gravité est négligée : les �u
tuations du 
hamp de vitessesont induites par les �u
tuations du 
hamp de perméabilité. Nous avons don
 générer un milieuporeux hétérogène dont la perméabilité moyenne K0, la longueur d'onde des hétérogénéités σ(é
art quadratique de la distribution de perméabilité) et la longueur de 
orrélation λ sont lesparamètres Fig.7.1.Nous avons utilisé une distribution de perméabilité log-normale :
ln K = f̄ + f ′ (7.1)
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PSfrag repla
ementsFon
tion de 
orrélationFig. 7.1: Exemple de fon
tion de 
orrélation et de 
hamp de perméabilité de longueur 
ara
-téristique λ ≃ 5, de longueur d'hétérogénéité σ = 0.5 et de perméabilité moyenne

K0 = 0.33, 
'est le logarithme du 
hamp qui est représenté pour plus de visibilité.ave
 :
f̄ = ln K0, (7.2)

p(f ′) = exp

(

−
(

f ′ − f̄
)

2σ2

)

. (7.3)Nous avons également utilisé une fon
tion de 
orrélation gaussienne :
< f ′(~r + ~ζ)f ′(~r) >~r = σ2 exp

(

−
~ζ2

λ2

)

. (7.4)Sur un réseau dis
ret, le 
hamp ln K se 
al
ule de la façon suivante :
fx,y = f̄ +

σ

α

∑

i0,j0

hx+i0,y+j0.gi0,j0, (7.5)
gi0,j0 = exp

(

−
(

i20 + j2
0

δ2

))

, (7.6)
α =





∑

i0,j0

g2
i0,j0





1/2

. (7.7)7.2 Cal
uls des 
hamps de vitesse et de 
on
entrationPour obtenir le 
hamp de vitesse, nous résolvons l'équation de Dar
y-Brinkmann [3℄ :
1

ρ
~∇P =

ν

K
~U − βν△~U, (7.8)en utilisant la méthode BGK [51℄.Par analogie ave
 la modélisation 2D de la 
ellule de Hele-Shaw, en prenant β = π2/12, onpeut 
onsidérer 
e poreux 2D 
omme la modélisation d'une fra
ture d'ouverture b hétérogène.



7.2 Cal
uls des 
hamps de vitesse et de 
on
entration 65

Fig. 7.2: Montage expérimental pour l'étude d'un é
oulement dans une fra
ture en plexiglastransparent (Harold Auradou). La fra
ture est en fait un 
hamp d'ouvertures hétéro-gène.En e�et, une fra
ture provient d'un blo
 solide qui a été brisé, et dont les deux blo
s résultantsont glissé l'un par rapport à l'autre. L'ouverture ainsi 
réée est hétérogène 
ar la distan
e entreles deux parois est distribuée plus ou moins aléatoirement et dépend de la position. Des expé-rien
es ont été réalisées au laboratoire entre deux plaques de plexiglas fraisées par une fraiseusenumérique et dont la distribution est don
 parfaitement 
onnue Fig.7.2. Malheureusement, lemilieu est trop grand pour qu'une 
omparaison quantitative soit possible ave
 nos simulations(problème de temps de 
al
ul).
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Fig. 7.3: Exemples de 
hamps obtenus expérimentalement (en haut) et numériquement (enbas) dans une fra
ture : à gau
he pour le tra
eur, à droite pour la réa
tion IAA. Leshétérogénéités ne sont pas les mêmes pour l'expérien
e et pour le numérique, maissont les mêmes pour le tra
eur et la 
himie.On peut néanmoins remarquer les di�éren
es entre tra
eur passif et réa
tion 
himique(Fig.7.3) : pour le tra
eur, à gau
he, le front est étalé et di�us. Pour la réa
tion, le frontest plus �n dans le détail, on voit une ligne se dé
ouper nettement au milieu des hétérogénéités.
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tion dans un milieu poreux 2D7.3 Dispersion dans un milieu poreux hétérogèneCas du tra
eur passifIl a été montré [19, 51℄ que pour un milieu hétérogène 2D, le 
oe�
ient de dispersion Ddispest proportionnel à λσ2U0. Dans le 
as d'une fon
tion de 
orrélation gaussienne, 
e 
oe�
ientvaut √π/2. On obtient don
 :
Ddisp =

√
π

2
λσ2U0. (7.9)

Cas de la réa
tion 
himiquePar analogie ave
 le raisonnement e�e
tué dans le 
as d'un é
oulement de Taylor, ie aupremier ordre l'é
oulement ne modi�e que le 
oe�
ient de di�usion e�e
tif, nous avons supposéque la 
ontribution des hétérogénéités ne modi�e que le 
oe�
ient de di�usion e�e
tif. Nousavions également supposé que, dans le régime de mélange, 
e 
oe�
ient était modi�é de lamême façon que pour un tra
eur passif. Nous allons don
 également reprendre le 
oe�
ient dedispersion Ddisp pour en déduire deux lois, pour Vf et pour lf . C'est une approximation trèsforte, qui nous a néanmoins permis d'obtenir quelques résultats. Sous 
ette hypothèse, on peutdon
 é
rire :
lf
lχ

=

√

1 +
Ddisp

D0
, (7.10)

(

lf
lχ

)2

= 1 +

√
π

2

λσ2U0

D0
, (7.11)et

Vf

Vχ
= ε +

√

1 +
Ddisp

D0
, (7.12)

(

Vf

Vχ
− ε

)2

= 1 +

√
π

2

λσ2U0

D0
. (7.13)



7.4 Grandeurs 
ara
téristiques 677.4 Grandeurs 
ara
téristiquesLes paramètres de la modélisation sont rappelés sur la Fig.7.4 :� la perméabilité K, la longueur de 
orrélation λ et la longueur d'onde des hétérogénéités
σ pour le milieu poreux,� la vitesse moyenne U0 pour l'é
oulement,� la vitesse 
himique Vχ et la largeur 
himique lχ pour la réa
tion 
himique.Nous avons 
onstruit des paramètres sans dimension similaires à 
eux étudiés pré
édem-ment :

ε =
U0

Vχ
, (7.14)

Φ =
λ

lχ
. (7.15)Nous avons étudié l'in�uen
e des paramètres ε, Φ et σ sur la vitesse et la largeur du frontde réa
tion 
himique.On peut réé
rire notre modèle ave
 
es paramètres :

(

lf
lχ

)2

= 1 +

√
π

2
εΦσ2, (7.16)

(

Vf

Vχ
− ε

)2

= 1 +

√
π

2
εΦσ2. (7.17)Nous avons mesuré la largeur du front de réa
tion ainsi que sa vitesse de la même façon quedans les 
hapitres pré
édents : la 
on
entration C est moyennée dans la largeur W du 
hampde perméabilité, on repère les positions des points de 
on
entration < C >= 0.1, < C >= 0.5et < C >= 0.9. Nous allons 
ependant voir qu'il est beau
oup plus di�
ile de dé�nir un état�nal du front pour 
ertaines valeurs des paramètres, notamment Φ = λ/lχ.
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tion-di�usion-réa
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himiques Vχ et lχ. On peut alors mesurer les valeurs de la vitesse Vf et de la largeur
lf du front en moyennant C dans la largeur W .
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ommen
er par observer la forme des fronts de réa
tion obtenu, etl'in�uen
e des paramètres sur 
eux-
i. La Fig.7.5 montre l'e�et de la longueur d'onde deshétérogénéités sur la forme du front. À gau
he, σ = 0 : la perméabilité est 
onstante, on seretrouve ave
 un simple front de réa
tion dans un é
oulement invariant dans la largeur W , lefront est don
 parfaitement plan. Il est important de noter que lorsque σ augmente ensuite,la distribution aléatoire de perméabilité est invariante. Ce
i permet d'observer, de façon nonsurprenante, que plus la longueur d'onde des hétérogénéités augmente, plus le front est déformé.Cependant, dans la gamme testée, le front reste légèrement déformé, et mesurer la largeur dufront en moyennant le 
hamp de 
on
entration sur W reste possible.PSfrag repla
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εFig. 7.6: Fronts obtenus en faisant varier ε.Nous avons ensuite fait varier ε (Fig.7.6) toujours pour le même 
hamp de perméabilité.Le front de réa
tion est de plus en plus perturbé lorsque ε augmente. Mais les déformations nesont pas en
ore trop grandes et on peut toujours moyenner pour obtenir la largeur du front, etsa vitesse.Sur la Fig.7.7, on peut observer l'in�uen
e du paramètre Φ = λ/lχ. Les fronts très déformésobtenus pour les grands Φ 
orrespondent à de grandes valeurs de λ (entre 20 et 50 pour unelargeur W de 512 noeuds). Dans 
e domaine, la forme du front, et don
 sa vitesse, dépendentfortement des hétérogénéités lo
ales du 
hamp de perméabilité. Il faudra don
 un grand nombrede réalisations, dans un milieu de taille supérieure (au moins 20 fois la longueur de 
orrélation)
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eur passif en bas. En bleu,il s'agit de la mesure dire
te de la largeur ou de la vitesse, et en vert, les mêmesmesures moyennées sur 20λ.
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 mesurer 
omme pré
édemment lf et Vf . Sur la Fig.7.8, on a tra
é lalargeur du front et la vitesse du front en fon
tion du temps pour σ = 0.5, ε = 1 et Φ = 1 pourla réa
tion 
himique en haut, et pour le tra
eur en bas. On obtient une bonne 
onvergen
e desvitesse et largeur dans le 
as de la réa
tion, tandis que pour le tra
eur, la largeur augmentetoujours ave
 le temps, tandis que la vitesse est simplement 
elle de l'é
oulement.
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tFig. 7.9: Largeur et vitesse de front 
himique en fon
tion du temps pour σ = 0.9, ε = 5 et
Φ = 1. En bleu, il s'agit de la mesure dire
te de la largeur ou de la vitesse, et en vert,les mêmes mesures moyennées sur 20λ : il est di�
ile de parler d'état stationnaire.Sur la �gure Fig.7.9, on a tra
é les mesures de Vf et lf pour σ = 0.9, ε = 5 et Φ = 1. Onne peut plus parler d'état stationnaire pour le front de réa
tion, ni de 
ritère de 
onvergen
e.Étude d'une unique distribution de 
hampDans un premier temps, nous avons fait varier les trois paramètres pour une même dis-tribution statistique du 
hamp de perméabilité : on peut ainsi observer les variations de nosmesures sans la dispersion statistique. Les résultats des mesures sont tra
és sur les Fig.7.10et 7.11 : en haut, σ varie, et on trouve un 
omportement en σ2, en bas à gau
he, ε varie eton trouve un 
omportement en ε. Par 
ontre, on ne retrouve pas une droite sur la gammedes variations de Φ en bas à droite : nous avons vu que pour les grandes valeurs de Φ, il estné
essaire d'avoir un très grand milieu, 
e qui n'a pas été fait i
i pour des raisons de temps de
al
ul. On peut 
ependant remarquer que lorsque Φ est inférieur à 4, les résultats s'alignentave
 l'origine. Ces 
ourbes semblent en bon a

ord ave
 le modèle présenté puisque on retrouvebien en dépendan
e en εΦσ2 pour (Vf

Vχ
− ε
)2

− 1 et ( lf
lχ

)2
− 1. Mais nous ne retrouvons pas le
oe�
ient √π/2. Cette di�éren
e peut s'expliquer par le fait que nous avons 
hoisi une seuleréalisation qui est don
 un 
as parti
ulier de distribution statistique du 
hamp de perméabilité.Nous avons don
 repris le mêmes paramètres pour des réalisations statistiques di�érentes, enlimitant tout de même Φ à 2.
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himique en fon
tion de εΦσ2.Nous avons don
 
ette fois fait varier la distribution et les paramètres les résultats sontprésentés sur les Fig.7.12 et 7.16 en fon
tion du paramètre de notre modèle : εΦσ2. Chaque
ouleur 
orrespond à une série de paramètre pour laquelle seul un des trois paramètres varient :� en rouge, 0 ≤ σ ≤ 0.9, ε = 1 et Φ = 1� en 
yan, 0 ≤ σ ≤ 0.9, ε = 2 et Φ = 2� en vert, σ = 0.9, 1.5 ≤ ε ≤ 5 et Φ = 1� en magenta, σ = 1, 2.5 ≤ ε ≤ 4.75 et Φ = 2Les 
arrés 
orrespondent à une même distribution de 
hamp (pour toutes les valeurs de pa-ramètres présentés) et les ronds à un 
hamp aléatoire et unique pour 
haque point. La droited'ajustement des points de mesures est tra
ée en bleu. Le 
oe�
ient pour la largeur vaut 1.74,et il vaut 0.46. Ces deux valeurs en
adrent la valeur de √
π/2 ≃ 0.89 prédite par le modèle.Cette étude ne permet don
 pas de retrouver la bonne valeur du 
oe�
ient, mais nous obtenons
ependant la bonne dépendan
e. Rappelons également que le modèle est très simple : il 
onsi-dère que le 
oe�
ient de dispersion 
al
ulé dans le 
as du tra
eur passif est l'unique paramètrequi va jouer dans la dispersion du front de réa
tion 
himique, 
e qui est une approximation trèsforte. Il y a sans doute un régime à dé�nir dans lequel le modèle s'applique, 
e qui se remarquesur nos 
ourbes : l'a

ord est meilleur pour les faibles valeurs de εΦσ2. De plus, une réelleétude statistique, 
'est-à-dire plusieurs réalisations pour un seul jeu de trois paramètres, seraitné
essaire pour éviter les erreurs statistiques. Ce qui demande de grosses ressour
es de 
al
ulétant donné qu'une réalisation né
essite 3 à 4 jours de 
al
ul sur 4 pro
esseurs en parallèle.
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Fig. 7.13: Mesures des largeurs de front 
himique en fon
tion de εΦσ2.7.6 Con
lusionNous avons fait l'hypothèse d'un modèle très simple pour mesurer l'e�et des hétérogénéitésdu 
hamp de vitesse sur la réa
tion 
himique, modèle qui ne tient 
ompte que du 
oe�
ientde dispersion d'un tra
eur et des dé�nitions des largeur et vitesse 
himiques. Nos mesurespermettent de retrouver le 
omportement du modèle pour les faibles valeurs des paramètres
ε, Φ et σ. Ce résultat en
ourage à pousser plus loin les investigations pour améliorer l'étudestatistique, soit en faisant un plus grand nombre de réalisations, soit en utilisant des domainesde réalisations de dimensions beau
oup plus grandes et sur des temps de 
al
ul plus longs.



Con
lusion
Dans le 
as du tra
eur passif dans un é
oulement de Poiseuille, la 
on
entration du tra
eursuit une loi de 
onve
tion-di�usion. On peut montrer à 2D que la 
on
entration moyenne trans-verse suit également une loi de 
onve
tion-di�usion, si on rempla
e le 
oe�
ient de di�usionmolé
ulaire par un 
oe�
ient e�e
tif dé�ni par D = Dm + DT , où DT est le 
oe�
ient dedi�usion de Taylor. Si on rempla
e le tra
eur passif par la réa
tion 
himique, la 
on
entration

C en produit I− suit une loi de 
onve
tion-di�usion-réa
tion. On peut montrer que dans lalimite où α est petit (régime de mélange), la 
on
entration moyenne du réa
tif suit une loimoyenne de 
onve
tion-di�usion-réa
tion ave
 le même 
oe�
ient e�e
tif D que dans le 
as dutra
eur passif. En supposant que l'état stationnaire existe, on peut ainsi prédire les valeurs dela vitesse et de la largeur du front stationnaire. Dans nos simulations, nous avons systémati-quement obtenu un état stationnaire, et nous avons pu dé�nir la limite du régime de mélange àpartir du paramètre εΦ2 qui 
ompare un temps d'adve
tion hydrodynamique dans la largeur lχdu front de réa
tion à un temps de di�usion molé
ulaire dans la largeur b de la 
ellule. Lorsque
e paramètre est petit, la di�usion molé
ulaire est le fa
teur déterminant la largeur du système,et on mesure le 
oe�
ient de di�usion de Taylor.Nous avons ensuite étudié l'in�uen
e d'un é
oulement dû uniquement à la gravité. Pourdeux �uides mis
ibles de densités di�érentes en 
ellule de Hele-Shaw, on observe des 
ourantsgravitaires : le �uide léger passe au dessus du �uide lourd. Si on pla
e la réa
tion 
himiquedans 
ette même 
ellule, le produit étant plus léger que le réa
tif, il y a un équilibre entre lesfor
es de gravité et la réa
tion 
himique, et expérimentalement, tant que la 
ellule est troppetite pour que les instabilités puissent se développer, on obtient de nouveau un état station-naire. Nous avons réalisé des simulations 2D ave
 les paramètres des expérien
es e�e
tuéesau laboratoire. Cette fois le régime est eikonal. L'épaisseur de la 
ellule est modélisée parune perméabilité 
onstante. On résout ainsi les équations 
ouplées de Navier-Stokes-Dar
y etde 
onve
tion-di�usion-réa
tion. On obtient une bonne adéquation qualitative et quantitativeentre les résultats numériques et les expérien
es. Nous avons pu dé�nir une relation simpleentre la forme et la vitesse du front : une seule mesure su�t ainsi à 
ara
tériser le front dansle régime eikonal.Nous avons en�n étudié l'évolution du front de réa
tion 
himique dans un milieu poreuxhétérogène 
ara
térisé par une longueur de 
orrélation λ et une longueur d'onde des hétérogé-néités σ. Tant que le front de réa
tion 
himique n'est pas trop perturbé, nos résultats montrentque 
omme dans le 
as de l'é
oulement de Poiseuille, on peut reprendre les résultats obtenuspour un tra
eur passif pour prédire le 
omportement de la 
himie. Cependant, dès que leshétérogénéités sont grandes par rapport à la largeur 
himique, on ne peut plus dé�nir d'étatstationnaire. Il semblerait don
 qu'il existe un régime stationnaire et un régime instationnaire,dont les limites restent à dé�nir. Une plus grande étude statistique pourrait permettre de les
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lusiondé�nir.

Fig. 7.14: Exemple de 
hamp strati�é : le 
hamp de perméabilité est homogène suivant l'axe zde propagation de la réa
tion 
himique.Il y a beau
oup de perspe
tives à 
e travail qui mériteraient d'être étudiées. Tout d'abord,
omparer les résultats numériques obtenus dans le milieu poreux, ave
 
eux obtenus dansune fra
ture expérimentale. Il est possible, 
omme dans le 
as de la 
ellule de Hele-Shaw, de
onstruire des 
ellules dont la taille permettrait une 
omparaison ave
 une étude numérique.Il serait également très intéressant d'étudier un milieu poreux strati�é : si la longueur de
orrélation n'est pas trop grande par rapport à la largeur 
himique, je pense que le front deréa
tion séle
tionnera un état stationnaire qui nous permettrait ainsi de relier la dispersionhydrodynamique et la largeur du front de réa
tion. Une étude lo
ale du front de réa
tion,
'est-à-dire l'étude des �u
tuations du front de réa
tion pourrait permettre de remonter auxhétérogénéités du �uide. En e�et, 
ontrairement au tra
eur passif, le front de réa
tion 
himiquereste toujours dé�ni et lo
alisé. Nous avons étudié i
i le 
as d'une réa
tion auto
atalytique,dont la 
inétique 
himique est très bien 
onnue. On pourrait reprendre le travail pour desréa
tions à la paroi, telles que les réa
tions d'a
idi�
ation qui apparaissent dans les problèmesde sto
kage de C02, ou les réa
tions de dissolution/pré
ipitation. Ce type de réa
tion entraîneune modi�
ation du milieu solide, et il faut don
 étudier trois �a
teurs�, le �uide, la réa
tion etla paroi, ainsi que les 
ouplages entre 
ha
un des a
teurs.
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Simulation numérique de réa
tion auto
atalytique en milieux 
on�nés par laméthode BGK sur réseauL'étude de l'étalement d'un tra
eur passif dans un é
oulement permet de remonter à 
er-taines propriétés de 
et é
oulement. Dans un �uide au repos un front de réa
tion auto
atalytiqueest plat et avan
e à vitesse 
onstante, sinon le front se déforme et ajuste sa vitesse pour trou-ver un nouvel état stationnaire. Nous avons 
onsidéré trois problèmes d'hydrodynamique 2Ddéjà étudiés pour un tra
eur passif que nous avons rempla
é par une réa
tion auto
atalytique.L'étude des 
ara
téristiques du front de réa
tion 
himique stationnaire résultant (largeur etvitesse) est une nouvelle appro
he pour remonter aux propriétés de l'é
oulement à 
onditionde 
omprendre les intera
tions entre la 
himie et le 
hamp de vitesse. Pour la 
himie dansun 
hamp de vitesse de Poiseuille, on peut montrer dans la limite du régime di�usif que la
on
entration moyenne du réa
tif suit une loi moyenne de 
onve
tion-di�usion-réa
tion ave
le même 
oe�
ient de di�usion e�e
tif que dans le 
as du tra
eur passif. Nous avons ensuiteétudié le 
ouplage entre 
ourant gravitaire (le réa
tif est plus lourd que le produit) et réa
-tion en 
ellule de Hele-Shaw. En résolvant les équations 
ouplées de Navier-Stokes-Dar
y etde 
onve
tion-di�usion-réa
tion, nous avons pu montrer qu'une relation simple existe entre laforme et la vitesse du front. Nous avons en�n résolu l'équation de 
onve
tion-di�usion-réa
tionen imposant un 
hamp de vitesse stationnaire hétérogène en espa
e. Nos simulations laissentpenser que dans la limite d'une faible longueur de 
orrélation, les largeur et vitesse de frontpeuvent être prédites en utilisant le 
oe�
ient de dispersion ma
ros
opique 
al
ulé pour untra
eur passif.Mots-
lés : réa
tion auto
atalytique, réa
tion iodate-a
ide arsénieux, milieu 
on�né, mé-thode BGK, milieu poreux, fra
ture.
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