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Exercice 1 : Modele k£ — ¢ pour un écoulement cisaillé homogene

On souhaite développer un modele de turbulence de type viscosité turbulente, en simplifiant
le modele classique “a 2 équations” k — e (rappelé dans 'annexe ci-dessous). On construit
ce modele simplifié sur la base d’une viscosité turbulente 4 exprimée en fonction de 2 quan-
tités : I’énergie cinétique turbulente (par unité de masse) k et une échelle de longueur ¢
caractéristique des structures turbulentes. On va simplement reprendre I’équation d’évolution
pour k issue du modele k — €, mais on considére en revanche que £ est une constante fixée : il
s’agit donc d’un modele “a 1 équation”.

1. En raisonnant par analyse dimensionelle, donner ’expression de la viscosité turbulente
en fonction de k et £. On nommera ¢, la constante numérique qui apparait dans cette
expression (que 'on supposera de l'ordre de 1).

2. En raisonnant toujours par analyse dimensionelle, donner I’expression de la dissipation
d’énergie (par unité de masse) € en fonction de k et . On nommera c. la constante
numérique (que 1’on supposera également de l'ordre de 1).

3. Que devient I'équation d’évolution pour k£ dans le cas d’une turbulence homogene et
isotrope en déclin ? Intégrer cette équation différentielle, et montrer que 'on a k(t) oc t =2
a temps long.

4. En réalité, la loi de déclin d’une turbulence homogene et isotrope est telle que k() oc =™
avec 1 < n < 2. Quelle hypothese vous semble en défaut dans le modele k — ¢ 7

On souhaite tester le modele k— ¢ dans le cas d’un écoulement turbulent cisaillé homogene
de la forme @, (y) = Sy, ou S est le taux de cisaillement. On suppose que ce taux de cisaille-
ment est maintenu constant par des conditions aux limites adaptées, que I'on ne considere
pas ici.

5. Exprimer le terme de production P en fonction de S et d’une composante du tenseur
de Reynolds. En utilisant la relation qui lie le tenseur de Reynolds au tenseur de
déformation moyenne, en déduire que 'on a P = 1,52,

6. Montrer que ’équation d’évolution pour k£ devient alors
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7. Calculer I’énergie cinétique turbulente £* en régime stationnaire.

8. On envisage deux conditions initiales différentes : (a) k(0) = 0; (b) k(0) > k*. Dans
chacun des cas, montrer que ’équation différentielle peut se simplifier & temps court, et
en déduire I'expression approchée de k(t).

9. Tracer qualitativement ’évolution temporelle de k(t) dans les 2 cas (a) et (b), en mettant
en évidence le comportement a temps court et le comportement asymptotique.

Annexe : Le modeéle k — ¢

On rappelle que le modele k — € est construit a partir d’une viscosité turbulente, vy = cuk:2 /€,

et de deux équations de transport empiriques pour I’énergie cinétique turbulente k = wju!/2
et le taux de dissipation d’énergie turbulente e,
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ou P = (7'5 /p)3i; > 0 est le terme de production des fluctuations turbulentes, et Tg le tenseur
de Reynolds. Les valeurs des 5 constantes du modele, ¢, c1, 2, 01 et o, sont déterminées a
partir de données expérimentales.

Exercice 2 : Contraction d’une soufflerie pour la production
d’une turbulence isotrope

Afin de produire une turbulence homogene et isotrope en souflierie, il est classique de disposer
une grille en amont de la section d’essai. Cependant, la mesure des variances des fluctuations
(avec @ = x,y, z), montre que la turbulence ainsi produite

selon chacune des directions, u/?
n’est pas tout a fait isotrope (cf. figure 1a). En effet, on observe

uh? o~ 1.2up? ~ 1.2u

12

2.

Afin de remédier a ce défaut d’isotropie, Comte-Bellot et Corrsin (1966) ont proposé d’intro-
duire une diminution de la section de la soufflerie en aval de la grille (cf. figure 1b). On suppose
que la section est carrée, et passe d'une aire Xy & 31 < X sur une distance §. La vitesse
moyenne apres la contraction est donc de Uy = UpXy/%X1 > Uy. Nous allons estimer le taux
de contraction X1 /% nécessaire pour un retour a lisotropie.

On rappelle 'équation d’évolution pour la vorticité,

Dwi 8u2 + 82
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ou D/Dt = 0/0t + u;0/0x; est la dérivée lagrangienne (prise en suivant une particule fluide
le long de sa trajectoire).



(a)
1073}
L (b) 5
u'?/ U}
« b)
E Uo \ :
= > Ul
1074 ] -
a
y O
=
= /
-
z X 8
10 500

x/ M

Figure 1: (a) Les 3 contributions & Iénergie cinétique turbulente k = (u/2 + u_ﬁf +u2)/2 en
aval d’une grille en soufflerie. (b) Schéma d’une contraction de la section de la soufflerie en
aval de la grille pour corriger le défaut d’isotropie.

. On souhaite dans un premier temps estimer le défaut d’isotropie sur les variances de

la vorticité w!,? (avec a = x,y, z). Pour cela, on suppose que l'ordre de grandeur des

dérivées spatiales se déduit simplement de celui des différences finies prises sur la dis-
tance n (échelle de Kolmogorov). En déduire que 1'on a

12~ ()2 ~ /2
y. 2w~ Llw) .

Afin de réduire le défaut d’isotropie, il va donc étre nécessaire d’augmenter w’,2.

. On suppose que le gradient de vitesse axial moyen v = du,/0x subi par une particule

fluide au centre de la soufflerie le long de sa trajectoire est constant dans la zone de
contraction. En déduire 'expression de v en fonction de Uy, U; et 4.

. Exprimer le tenseur de déformation moyen 3;; (partie symétrique du tenseur des gra-

dients de vitesse), dans la base (z,y,z), au centre de la soufflerie, dans la zone de
contraction, en fonction de ~. Quelles sont les directions propres de ce tenseur, et les
valeurs propres associées ? Que vaut le tenseur @w;; (partie antisymétrique) ?

. Ecrire I’équation d’évolution temporelle de la composante x de la vorticité d’une par-

ticule fluide au centre de la soufflerie en fonction de . En déduire w,(t) a partir d’'une
condition initiale quelconque donnée w;(0) (on néglige l'effet de la viscosité).

. En supposant qu’une particule fluide passe un temps 7 ~ §/Uj dans la zone de contrac-

tion, calculer le taux de contraction /¥y nécessaire pour que la condition d’isotropie
soit vérifiée en sortie de la zone de contraction.



Exercice 3 : Dimensionnement d’un maillage pour DNS

On considére ’écoulement au voisinage d’un avion de ligne, d’envergure L = 40 m et de
vitesse moyenne U = 900 km /h. Le mouvement de ’avion met en mouvement les masses d’air
environnantes sur une distance typique de 'ordre de L, que 'on considere étre la taille des
plus grands tourbillons. On suppose que la vitesse caractéristique de ces plus gros tourbillons
est u; ~ 0,1U. On note Re = UL/v le nombre de Reynolds, avec v = 15 - 107% m?/s la
viscosité cinématique de air.

1.

Rappeler en quelques mots la notion de cascade d’énergie. Rappeler en particulier
lexpression de l'ordre de grandeur des fluctuations de vitesse u) & une échelle r en
fonction de 7 et du taux de dissipation d’énergie par unité de masse €.

. Calculer le taux de transfert d’énergie € en fonction des grandes échelles de 1’écoulement,,

L et v . En déduire l'ordre de grandeur de la puissance P fournie par les réacteurs en
fonction de €, L et de la densité de I'air (Application numérique, avec p = 1,2 Kg/m?).

On suppose que le temps de transfert d’énergie cinétique 7. entre tourbillons de taille
voisine et d’échelle r s’écrit en fonction de la taille r et de la vitesse caractéristique w/,
des tourbillons uniquement. Ecrire 7, en fonction de r et e.

Montrer que, pour des tourbillons de taille suffisamment importante, ce temps de trans-
fert est bien plus petit que le temps de diffusion visqueuse 7, = 72/ & la méme échelle.
Montrer que 1’échelle pour laquelle ces deux temps sont du méme ordre de grandeur
est ’échelle de Kolmogorov 7. Estimer ’ordre de grandeur de cette échelle. Que devient
Iénergie cinétique des tourbillons de taille i ?

. Pour réaliser une simulation numérique directe (DNS) de I’écoulement au voisinage de

Pavion, il faut une grille de calcul dont la taille soit de l'ordre de L, et dont la maille
soit de I'ordre de grandeur des plus petits tourbillons, c¢’est-a-dire de 1. Montrer que le
nombre de mailles nécessaire a cette simulation croit comme Re%/%.

Pour étre réaliste, on doit simuler ’écoulement pendant au moins un temps de retourne-
ment des plus grands tourbillons, soit 7'~ L/ . Estimer le nombre de pas de temps de
la simulation 7'/, (ol 7, est I’échelle de temps de diffusion 7, des plus petits tourbillons
de taille ). En déduire que le nombre d’opérations élémentaires de la simulation varie
comme Re!/4,

Aujourd’hui, les super-ordinateurs les plus puissants atteignent 102 opérations par sec-
onde (flops). Quel nombre de Reynolds est-il possible de simuler si 'on dispose de 100 h
de calcul 7 Cela vous semble-t-il suffisant 7 De combien de temps de calcul faudrait-il
disposer pour effectuer une simulation réaliste de notre écoulement ?




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


