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Resune :

La nethode Free-Surface Synthetic Schlieren , que nous avons introduite ecemment [1], permet de
mesurer la ceformation de la surface libre d'un liquide transparent avec une grande sensibilie. Cette
nmethode repose sur trois approximations lireaires, qui peuvent constituer des limitations importantes
dans certaines situations pratiques : canera suppose lm de l'interface, faibles ceformations de I'in-
terface et faibles pentes. Nous pesentons ici les esulits de simulations nuneriques du champ de
teplacement apparent induit par la efractiona travers une surface deformee par une onde plane. La
comparaison entre la surface impose et la surface reconstite par la nethode FS-SS lireaire permet
de quanti er les erreurs induites par chacune de trois apprgimations lireaires.

Abstract :

Free-Surface Synthetic Schlieren (FS-SS) is an optical méiod developed for the measurement of the
instantaneous topography of the interface between two traparent uids [1]. This method relies upon
three linear approximations, which may represent a major Iimitation in practical applications : camera
located far from the interface, weak surface deformations rd weak slopes. We present here results
from numerical simulations of the apparent displacement éd induced by refraction through a surface
deformed by a plane wave eld. The comparison between the pw#ed surface and the reconstructed
surface based on linear FS-SS allows us to provide quantiteé measurements of the errors induced by
the linear approximations.

Mots clefs : Synthetique Schlieren; PIV ; Topographie

1 Introduction

Les proges ecents des nethodes de corelation d'images, coupks a l'augmentation continuelle des
puissances de calcul, ont permis de concevoir et de develppr de nouvelles nmethodes de mesure qui
sont en train de evolutionner la necanique experimentale. On peut citer par exemple les mesures
de champ de vitesse par PIV (Particles Image Velocimetry) [P pour la mecanique des uides et les
nmethodes DIC (Digital Image Correlation) de mesure des chanps de deformations de maeriaux sous
contraintes [3] pour la mecanique des solides.

Dans de nombreuses experiences il est important de pouvoimesurer la forme et la dynamique de la
surface d'un liquide. Un certain nombre de nethodes nouvdkes sont apparues ces derneres anrees,
issues de la pro lonetrie par projection de franges [4], oude la mesure du deplacement apparent de
motifs akatoires (mouchetis) [5, 6]. Nous avons ecemmat pesene en cetail le potentiel de cette
nethode que nous avons nomnee Free Surface Synthetic Sderen (FS-SS) [1], qui permet de mesurer
avec une excellente esolution (de I'ordre du micronetre) les faibles deformations d'une surface liquide
transparente. Pour cela un motif akatoire de points est olsene a travers la surface ceformee. Le
champ de deplacement apparent des points est obtenu par calation des images obtenues lorsque
l'interface est plate ou deformee. Nous avons monte que, dans le cadre d'approximations lireaires,
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(a) Interface plate (b) Interface déformée

Figure 1 { Georretrie du rayonemis du point objet M et parvenanta la canera C apes refractiona
travers la surface libre plate ou defornee. (a) Cas de l'interface plate : le plan de efraction COM est
radial et contient I'axe optique. (b) Cas de l'interface defornee : le plan de efraction CAM , qui doit
contenir la normal A a l'interface, est maintenant inclire, et ne contient plu s I'axe optique. Le point
objet M donne lieu au point objet virtuel M °dans le cas (a), etM ®°dans le cas (b). Le ceplacement
apparent, tel que mesue par corelation d'images, est r = M M %

ce champ de dplacement r(x;y;t) est proportionnel au gradient de hauteurr h(x;y;t), et qu'une
nmethode d'inegration au sens des moindres cares perme de reconstruire la hauteur h(x;y;t).

L'in uence des non-lirearies est dicilea estimer a pr iori dans ce probeme. Dans cet article, en
partant d'une deformee de surface impose (une onde plare), nous calculons le deplacement apparent
sans approximation lireaire. En inegrant ce champ dans le cadre des approximations lireaires, il est
possible de comparer le champ prescrit et le champ reconstity et ainsi de quanti er les erreurs et de

contréler empiriquement les limites de validie de I'approximation lireaire.

2 Formulation optique et approximation lireaire

La gure 1 pesente la geonetrie des rayons lumineuxemi s du motif de points akatoires, enz = 0,
et colleces par la camera au point C (approximation dite de canera pin-hole), apes efraction a
travers la surface libre. Nous nous restreignons ici au casuhe canera sitlee au-dessus de l'interface,
a une distance OC = H du motif de points dispos au fond du ecipient (d'autres con gurations sont
toutefois possibles [1]).

La formulation optique du probéme consiste, pour chaque mint objet M du motif,a comparer la
position des deux objets virtuels assocesM © et M % obtenus lorsque l'interface est respectivement
plate et ceformee. La di cule du probeme provient du f  ait que, dans le cas de l'interface cefornee,
le plan d'incidence ne contient pas I'axe optiqueOC ( gure 1b). En e et, ce plan d'incidence est & ni
comme le plan contenant la caneraC ainsi que la normalea l'interface fievalle au point d'intersection

I, qui est tel que lerayonM ! | ! C satisfait la loi de la efraction de Snell-Descartes. Aing,etant
connus les pointsM et C, la cetermination du point d'intersection | constitue un probeéme non-lireaire
3D assez celicat dans le cas gereral.

Dans la suite, on se restreint au cas ai l'interface liquideest une onde plane, decrite par

h(x;y) = hg+ Acos(2x= ): @
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Le probeme optique est alors caracerie par 5 longueurs : la distance canera-motif H, la taille du
champ obsene (suppose ici caree, de cobe L), la profondeur moyenne de liquidehg, I'amplitude
de l'onde A, et sa longueur d'onde . Une sixeme longueur intervient pour la reconstruction de la
hauteur : il s'agit de la taille des fenétres d'interrogation utilisees dans l'algorithme de corelation
d'images.

La relation entre la surface h(x;y) et le deplacement apparent r dcepend en greral des 5 nombres
dans dimension pouvant &tre construits sur ces 6 longueurd&ne lirearisation du probeme est possible
lorsque les 3 conditions suivantes sont satisfaites :

() Angle de parallaxe regligeable, = L:(p 2H) 1 (approximation de Gauss);
(i) Faible pente de l'interface, =2 A= 1;
(i) Amplitude de ceformation petite compaeea la dist ance surface - motif,A=hg 1.

Dans ce cas, nous avons monte dans la Ref. [1] que la relatichauteur-ceplacement pouvait secrire

simplement,
n 1
rh= — =T 2
(n 1hy H @

al n est lindice optique du liquide. Il est alors possible de reanstruire, a l'aide d'un algorithme
d'inversion au sens des moindres cares, la hauteuh(x;y)a partir du deplacement mesue r(x;y).
En revanche, l'utilisation de la relation lireaire (2) lor sque lI'une au moins des 3 conditions ci-dessus
n'est pas satisfaite conduita une erreur sur la surface regnstruite, que nous allons caraceriser dans
la suite.

Il faut noter ici que la mesure experimentale du champ de dplacement r(x;y) recessite en outre
gue la courbure de l'interface ne conduise pasa des croisamts de rayons lumineux, c'esta-direa la
formation de caustiques. En e et, si la distance focale ass@e aux lentilles fornmees par les parties
convexes des ondes devient inerieurea la profondeur dau hg, il y a croisement des rayons, conduisant
a un ensemble de pointsM ®non contintment relees aux points M 2 et donca un ceplacement non
mesurable par corelation d'images. Cette condition n'a ecte pas directement la relation lireaire (2),
mais impose toutefois une condition suppementaire lee aux conditions (ii) et (iii) : il faut en e et
satisfaire Ahg 2 (ou, de faconequivalente, =h ), ce qui ne pose de probeme en pratique que
pour des grandes profondeurs.

3 Simulations non-lireaires
3.1 Principe

Nous avons eali® une srie de simulations nuneriquesdu probeme optique, a n devaluer I'amplitude
des erreurs commises dans l'approximation lireaire (2). le protocole est le suivant :

(i) On part d'un ensemble de points M ©, epartis sur une grille homogene. On choisit une grille de
taille 128 128, typique des applications pratiques (e.g. fenétres diterrogation de 16 pixels avec
un recouvrement de 50 % et une canera de 2048pixels).

(i) Par application de la loi de Snell-Descartes pour la suface plate, on en deduit la grille des points
objet M dont sont issus les objets virtuelsM © Cette etape est simple, car le plan d'incidence
est purement radial dans ce cas ( gure 1a).

(i) On calcule la position des points M %0 objets virtuels assoces aux pointsM par efraction a
travers l'interface deformee prescrite (1). Cetteetap e est la plus clicate, car le plan d'incidence
n'est plus radial. En pratique, on cetermine la position du point d'intersection | en minimisant le
temps de parcours du rayon lumineuxM ! 1! C, donre par = nMI + IC (dans un syseme
d'unie tel que c=1). Cette determination est e ectiee par une optimisatio n non-lireaire base
sur la methode du simplexe de Nelder-Mead (impemenee dans la fonction fminsearch de
Matlab).

(iv) A partir des grilles de points M %et M ®issues d'un méme objetM , on en deduit le champ de
ceplacement r = M 9 %en tout point de la grille initiale M©
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Figure 2 { lllustration de I'e et de parallaxepigi dans une situatio n de tes forte distorsion (canera
distante de H = 25 cm, parallaxe = L=( 2H) ' 0:28). (a) Surface prescriteh(x;y), avec A =
0:1 mm, hg =20 mm, =25 mm, L =100 mm. (b) Champ de deplacement apparent r(x;y). (c)
Surface reconstruiteh, (x; y) par methode FS-SS lireaire. (d) Pro Is de hauteur en fonction de x, pour
y =0 mm, avec ou sans compensation de l'e et de parallaxe (remdlage).

(v) On inegre ce champ de deplacement pour reconstruire linterface defornee h, (x;y), par appli-
cation de la loi d'inversion lirearize (2).

Il est alors possible d'estimer I'erreur entre la hauteur pescrite h et la hauteur reconstruite h, . Cette
erreur est ce nie par :
_ hh hy)2it=,

rms — A ’

al hi repesente une moyenne spatiale sur tout le champ. A noter ge cette d nition n'est sen-
sible qu'aux variations de h;, et pasa sa valeur moyenne. En e et, la surfaceetant recongruite par
inegration, la hauteur moyenne est une constante d'inegration qui n'est pas accessiblea partir de la
seule donree du champ de ceplacement.

Une source d'erreur importante de la nethode de reconstrution provient de la projection assoceea
l'angle de parallaxe. En e et, le ceplacement mesue r ne se situe pasa la verticale du pointl corres-
pondant au gradientr h auquel il est assoce. Il est possible cependant de corrigeet e et connaissant
la position du centre optique, en appliquant dans letape (v) une homotretie (ou remaillage) du champ
de ceplacement avant l'inegration. Dans la suite, nous comparons la reconstruction e ectiee avec ou
sans ce remaillage.
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3.2 PResultats

Nous examinons dans un premier temps l'in uence de la distace H entre la canera et le motif de
points. La con guration de etrence choisie est caracteristique d'experiences ealistes en laboratoire :
une hauteur hg = 20 mm d'eau contenue dans la cuve et une zone d'observationedsection caree de
largeur L = 10 cm. L'onde plane (1) est choisie de longueur d'onde xe =25 mm (soit 4 longueurs
d'onde dans la cuve), et d'amplitude A =0:1 mm.

La gure 2 illustre clairement I'in uence d'un angle de parallaxe trop grand (ici pour H = 25 cm
seulement, soit du méme ordre que la taille du champ de meserL = 10 cm). On voit que les
teplacements r acquerent une composante suppementaire non perpendialaire au front d'onde loin
du centre optique, conduisanta un pro | reconstruit h;(x;y) ceforme sur les bords de I'image. Le pro |
de hauteur reconstruit, mesue sur la ligne centraley = 0 ( gure 2d), illustre deux e ets sysematiques
assocesa cette distorsion de parallaxe : une augmentatin de I'amplitude reconstruite sur les bords,
et un cecalage vers I'exerieur des extrema de hauteur, caduisanta une sur-estimation de la longueur
d'onde mesuee. On constate que pour une telle distorsionla correction de parallaxe par transfor-
mation homottetique du champ aneliore consicerablement les esultats : la position des maximas
coincide tes bien la surface consigne, et I'amplitude mesee coincidea mieux que 3 % avec I'ampli-
tude consigne.

La gure 3(a) montre la variation de l'erreur relative en fon ction de l'angle de parallaxe, pour une
onde de longueur d'onde e, =25 mm, et une amplitude comprise entreA = 0:01 mm et 2 mm
(au-deb de 2 mm, la courbure importante de I'onde conduit a la formation de caustiques pour la
valeur de profondeur consictee ici, hg = 20 mm). Globalement, l'erreur diminue comme attendu
avec lkloignement de la canera, et saturea une valeur gu cepend de lI'amplitude. Cette valeur de
saturation provient des autres sources de non-lirearie (amplitude et pente faibles). Il apparat que la
correction de parallaxe permet d'aneliorer la qualie de la reconstruction jusqua un facteur 10 pour
des angles de parallaxe de l'ordre de 0.1. Pour un champ de ti@ L = 10 cm, une canera distante
d'au moins 1 m permet une reconstruction de l'interface aveaine pecision de l'ordre de 1 %, ce qui
est tes satisfaisant en pratique.

Si une faible profondeur d'eau permet de minimiser les e ets d parallaxe, cela induit en revanche
une limitation concernant I'hypottese de faible deformation A=hg 1, egalement utilie dans la
cerivation de la loi lireaire (2). Cet e et est illuste su rla gure 3(b), repesentant I'erreur relative en
fonction de la pente pour dierentes profondeurs hg. Il est clair ici que, tant que l'angle de parallaxe
reste regligeable (ici on a choisi une canera distante deH = 2 m), augmenter la profondeur d'eau
ho aneliore maintenant la qualie de la reconstruction. Ici, une reconstruction de l'ordre de 1 %
est obtenue pour une profondeur de l'ordrehg = 20 mm, grande compaee a I'amplitude de l'onde
consickee (A noter que les oscillations pesentes sur ¢s courbes sont leesa un e et de nombre ni
de longueurs d'onde :a amplitude A >ee, les faibles pentes sont obtenues lorsque la longueud'onde
devient de l'ordre de la taille du champ).

4 Conclusion

Dans cet article nous avons quantie les erreurs commises ans la reconstruction de la hauteur d'une
interface uide dans la nethode FS-SS dans le cadre des appkimations lireaires : canera loin, ondes
de faible amplitude et faible pente de l'interface. Etant donre qu'il n'existe pasa ce jour de nethode
gererale de reconstruction base sur le probeme optique non-lireaire complet, il est important de
connatre peciement l'incertitude gereee par ce s approximations lireaires. La mesure exgerimentale
du champ de deplacement r(x;y) par nethode de corelation d'images etant e ectilee ave ¢ une
pecision de l'ordre de 1 %, il est important de connatre en particulier les paranetres geonetriques
pour lesquels I'erreur de reconstruction est d'au plus 1 %. Bus montrons ici qua condition de prendre
en compte un remaillage homothretique du champ de deplacerent mesue, destirea compenser les e ets
de distorsion lesa la parallaxe, une tes bonne qualite de reconstruction peut étre obtenue dans le
cadre de cette approximation lireaire.
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Figure 3{(a) Erreur relative entre l'interface prescrite h(x;y) et l'interface reconstruite h, (x;y) selon
l'approximation lireaire pour dierentes pentes = kA =2 A= en fonction de l'angle de parallaxe
. Les courbes pointilees sont obtenues sans la correctiode parallaxe, et les courbes pleines avec

la correction. Simulations e ectiees pour une zone d'obsevation de coe L = 10 cm, une onde de
longueur d'onde = 25 mm, uneepaisseur d'eau moyenne dehg = 20 mm. (b) Erreur relative avec
correction de parallaxe, en fonction de la pente de l'interice pour dierentes profondeurs d'eau hg.
Simulations e ectwees pour une cuve de coe L = 10 cm, une distance canera-motif H = 2 m, une
amplitude A =0:1 mm, et une longueur d'onde variant entre 3 et 100 mm.
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