Université Pierre et Marie Curie (Paris VI) Année 2011/2012

Licence de Mécanique — L.3

THERMIQUE APPLIQUEE

Frédéric Doumenc

Version 2.1

Université Pierre et Marie Curie (Paris VI) — Module LA3MD — Frédéric Doumenc



Ce texte est la suite immédiate du cours de thermique
de L2 disponible a 1'adresse :

http://www.fast.u-psud.fr/~doumenc/1a200/CoursThermique L2.pdf

Le document cité ci-dessus contient le chapitre A (Généralités : modes de propagation de la
chaleur) ainsi que le début du chapitre B sur la conduction thermique (B-I Equation de la
chaleur et B-II Etude du régime stationnaire monodimensionnel).
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B — III Dimensionnement d'une ailette en régime stationnaire.

III — 1 Définition.
Rappelons l'expression de la loi de Newton, qui donne le flux convectif échangé entre un
solide de surface S, de température superficielle uniforme 7, et un fluide a la température 7 :

Q=hS(T,~T,)

La facon la plus économique d’augmenter le flux de chaleur Q consiste bien souvent a
augmenter S. Ceci peut étre obtenu par la réalisation d’ailettes, solution ayant pour avantage
de limiter I’encombrement et I’augmentation de poids qui résultent de 1'ajout de matiere.

sommet

pied

\Z{_L7

Figure III-1 : exemple de surface ailetée.

Dans les applications, on a besoin de connaitre le flux thermique @, échangé par une
ailette. Or, le champ de température dans l'ailette étant a 1'évidence multidimensionnel (en
d'autres termes, la température dans l'ailette dépend de plusieurs variables d'espace), le flux
thermique s'obtient par intégration sur la surface d'échange S, de 'ailette :

Q=[ [, haS(T,~T,) (EqIu-1)

Dans 1'absolu, 1'évaluation de cette intégrale nécessite de résoudre un probléme de conduction
thermique multidimensionnel, donc compliqué. Heureusement, dans la plupart des cas, il est
possible de supposer que la température est quasi-uniforme sur une section droite de 1'ailette.
En d'autres termes, on suppose que la température ne dépend que de z, distance comptée
depuis le pied de l'ailette (cf. figure III-2).

€ .

R

z

il

Figure II1-2 : hypothése simplificatrice.

En notant e la plus petite dimension transversale de l'ailette et A sa conductivité thermique,
cette hypothése est valable dés lors que la résistance thermique conductive e/A est tres
inférieure a la résistance thermique convective //h. Le critére de validité s'écrit :

Bi=£<<1
A
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Bi est le nombre de Biot (cf. chapitre B-II-2-b). Dans ce qui suit, on admettra que I'hypothese
selon laquelle la température ne dépend que de z est toujours vérifiée. En outre, on continuera
a supposer que 1'on se trouve en régime stationnaire.

ITI — 2 Champ de température dans une ailette de section constante.

a) Conservation du flux thermique.

Appliquons le premier principe de la thermodynamique a une tranche d’épaisseur dz située a
la cote z (représentée en noir sur la figure I1I-3).

d p<E=]
2
A dZ
L z

Figure II1-3 : définition du systeme thermodynamique utilisé.

Avec I'hypothése de régime stationnaire, et en 1'absence de tout travail, le premier principe de
la thermodynamique impose que la somme algébrique des flux de chaleur qui entrent dans le
systeme doit étre nulle (cf. chapitre B-II-1) :

dT dT
A AAA g At hpdz (T, = T.)=0 (Eq.1II-2)

Le périmetre de l'ailette est noté p. La section de I’ailette a la cote z est notée A.. L’ailette
étant de section constante, on a : A, = A, 4, = A. Dans le cas d'une ailette rectangulaire telle
que celle représentée sur le figure I1I-3, on aurait : p = 2(d + e) et A = e d. Pour une ailette de
section circulaire de diameétre D, on aurait p =m D et A= D’/4. La suite de l'analyse
s'applique a n'importe quelle ailette de section constante.

Le développement de Taylor au 1* ordre de la dérivée spatiale de la température s'écrit :

d’T

dz’ g

dT dT
e z+dz:d—Z|z+dZ

En injectant cette relation dans la relation III-2, il vient :

a’T h
= (T—T,) avec m=1/ﬁ (Eq.ITI-3)

La quantité m, homogene a l'inverse d'une longueur, est appelée module de l'ailette.
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b) Conditions aux limites.

Le champ de température dans l'ailette s'obtient donc en résolvant I'équation différentielle du
2¢me ordre III-3, avec les conditions aux limites appropriées en z=0 et z=L. En général, on
peut supposer connue la température au pied de l'ailette :

T(z=0) = T, (Eq.III-4)

Au sommet de l'ailette, on peut tenir compte d'un transfert de chaleur convectif, avec le méme
coefficient d'échange /4 que sur les faces latérales. La conservation du flux thermique a
l'interface solide/fluide aboutit a :

dT

A= =h(T,=T;)  (EqIIL-5)

Mais si l'ailette est suffisamment longue, la surface d'échange au sommet est négligeable
devant celle des faces latérales. Il alors possible de supposer le sommet adiabatique, ce qui a
pour effet de simplifier 1égerement les calculs. La condition a Ia limite s'écrit dans ce cas :

dT

E L 0 (EqHI-6)

Une solution de compromis consiste a supposer le sommet adiabatique (relation II1-6), tout en
utilisant une longueur corrigée L.=L+e/2, ce qui revient a « déplier » le sommet de l'ailette
(cf. figure III-4). Cette correction a pour effet de reporter sur les faces latérales la surface
d'échange que 1'on perd en négligeant les transferts de chaleur au sommet.

N e \r

Figure I11-4 : correction de longueur.
¢) Détermination du champ de température.

Calculons a titre d’exemple le profil de température d’une ailette de section constante, dont le
pied est a la température 7, et le sommet adiabatique. Il faut pour cela résoudre I'équation
différentielle III-3 avec les conditions aux limites III-4 et III-6. L'équation différentielle II1-3
étant linéaire, sa solution générale est la somme de la solution générale de 1'équation
homogene et d'une solution particulieére quelconque de 1'équation complete :

T(z)=Ach(mz)+Bsh(mz)+T,
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Les conditions aux limites III-4 et III-6 permettent de trouver l'expression des constantes
d'intégration A et B :

sh(mL)

ch(mlL)

En utilisant la relation ch(mL)ch(mz)—sh(mL)sh(mz)=ch|m(L—z)] , on obtient
finalement :

A:Tb—Tf et B:_(Tb_Tf)

(Eq.111-7)

IIT — 3 Efficacité d'une ailette.

Une fois le champ de température connu, il est possible d'utiliser Ia relation III-1 pour obtenir
le flux de chaleur échangé par l'ailette. Cependant, il est généralement plus facile d'utiliser la
conservation du flux de chaleur (régime stationnaire, travail nul), qui stipule que le flux
convectif échangé avec l'air est égal en valeur absolu au flux conductif qui entre au pied de
l'ailette :

: dT
Qa:)\AEL:o (Eq.II1-8)

On définit l'efficacité d'une ailette comme le rapport du flux qu'elle échange, sur le flux
qu'elle échangerait si sa température était uniforme :

Q.

= m (Eq.IH-g)

N,

Calculons a titre d'exemple l'efficacité d'une ailette de section constante a sommet
adiabatique : I’utilisation simultanée des relations (III-7) et (III-8) conduit au flux échangé :

Q,=(T ,~T,)mAA tanh(mL)=(T ,~T,)NhpA A tanh(m L)

On obtient 'efficacité de l'ailette en introduisant cette relation dans la relation I11-9 :

_ltanh(mL)

Eq.III-1
= (Eq.ITI-10)

Lorsque la hauteur de ’ailette croit, I’efficacité diminue. Des ailettes démesurément longues
accroissent inutilement le poids et I’encombrement, sans améliorer significativement les
échanges de chaleur.

IIT — 4 Rendement d'une surface ailetée.

Le rendement d’une surface ailetée est défini comme le rapport du flux échangé sur toute la
surface, sur le flux qui aurait été échangé si la totalite de la surface était a la température 7}, :

Q

= III-11
nS,T,~T,) (I-11)

Mo

S; : surface d’échange totale (totalité des ailettes + base) ;

Q, : flux thermique au travers de la surface totale S;.
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Calculons I’expression du rendement d'une surface ailetée. Le flux total s’écrit :
Qt:nhsana(Tf_Tb)+th(Tf_Tb)
n : nombre d’ailettes sur la surface,

S, : surface d’échange d’une ailette,
Sy, : surface de la base a la température Tj,.
Sachant que : Si=n.S.+ Sp

On obtient I’expression suivante pour le rendement d'une surface ailetée :

nsS
n0=1—(1—na)T“ (111-12)
t

III - 5 Démarche générale.

Les ailettes couramment utilisées n’ont pas nécessairement une section constante. Le méme
type d'analyse que celle que nous venons de faire peut aussi étre effectuée sur des géométries
plus complexes. En pratique, on trouve dans la littérature I'expression de 1’efficacité pour les
géométries les plus courantes. Le résultat est présenté soit dans un formulaire, soit sous forme
d’abaque. Pour plus de détails, on se réferera par exemple a « Fundamentals of heat and mass
transfer », par D.P. De witt et F.P. Incropera.

En conclusion, le calcul du flux échangé par la totalité d’une surface pourvue d’ailettes peut
se décomposer en trois étapes.

1 - Calcul de ’efficacité d’une ailette.

Dans la pratique, on n’est que rarement obligé de procéder a la résolution de 1’équation III-3,
la littérature donnant des abaques ou des formulaires pour les configurations courantes.

2 - Calcul du rendement de la surface, par la relation I1I-12.

3 — Si la température du pied est connue, la relation III-11 permet de calculer directement le
flux thermique échangé. Dans le cas contraire, cette méme relation donne I'expression de la
résistance thermique de la surface ailetée :

1
R, =
th nohS,

Cette résistance thermique tient compte a la fois de la conduction dans les ailettes et des
transferts convectifs dans le fluide. Elle peut étre composée avec les autres résistances
thermiques du probléme, pour construire le schéma électrique équivalent.
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B — IV Problémes stationnaires bidimensionnels.
IV — 1 Introduction.

Il existe principalement deux méthodes de résolution analytique de 1'équation de la chaleur en
régime stationnaire multidimensionnel :

- La méthode des images, qui consiste a superposer les solutions obtenues pour des
problémes plus simples que celui que l'on veut résoudre, superposition autorisée par la
linéarité de 1'équation de Laplace. Cette méthode permet de traiter des problémes en milieu
infini ou semi-infini. Elle est identique a celle utilisée en mécanique des fluides pour les
écoulements a potentiel (cf. module de mécanique de L2, dynamique des fluides parfaits).

- La séparation des variables, qui consiste a rechercher une solution sous la forme de produit
de deux fonctions dépendant chacune d'une seule variable d'espace : T(x,y)=f(x) g().

Nous nous bornerons dans ce cours a donner deux exemples d'application de la méthode des
images. La séparation des variables est traitée dans le cours de mathématiques de L3 sur les
équations aux dérivées partielles. L'ouvrage de M.N. Ozisik « Heat conduction », donné dans
la bibliographie, contient un exposé complet de 1'application de cette méthode a la résolution
de I'équation de la chaleur.

IV - 2 Cylindre dans un milieu semi-infini.
a) Description du probléme.

On souhaite calculer 1'échauffement d'un cable électrique cylindrique, de rayon R et de
longueur L, enterré parallelement a la surface du sol a une profondeur H (cf. figure IV-1). Du
fait de I'effet Joule, le cable produit un flux de chaleur (Q supposé constant ( Q=R [ >
avec R, la résistance électrique du cable et 7 l'intensité électrique qui le parcours). La
température a la surface du sol est supposée uniforme et égale a 7). L'objectif est de calculer
la température atteinte par le cable en régime stationnaire.

z=0 ' T

><¢V

Surface du sol !

Figure IV-1 : vue en coupe d'un céble électrique enterré. Le centre du cable est situé au point
C,telque OC=H?Z
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Le rayon du cable est petit devant la profondeur a laquelle il est enterré (R<<H). On suppose
en outre que sa longueur est trés supérieure a sa profondeur (L >> H), ce qui rend le probléme
bidimensionnel selon la direction verticale Z et la direction horizontale X perpendiculaire
a I'axe du cable. On notera 7 la distance séparant un point quelconque M situé dans la terre du
centre du cable C. La traduction mathématique de ce probléme est la suivante :

AT =0 pourz>0etr >R (Iv-1)
oT Q
_A_ = = -
< Ep |-z SR L pour =R (IV-2)
T(xz) =T, pour z=0 (Iv-3)

L'équation IV-1 est I'équation de la conduction thermique, qui se réduit ici a 1'équation de
Laplace, parce que nous sommes en régime stationnaire et que la chaleur est le seul mode de
transfert d'énergie dans le sol (le courant électrique parcours la cable, mais pas le sol). Les
équations I'V-2 et IV-3 sont les conditions aux limites. L'équation IV-2 traduit la conservation
de I'énergie a l'interface entre le cable et la terre (»=R) : toute la puissance électrique dissipée
par effet Joule est injectée dans la terre sous forme de chaleur. Le flux de chaleur est compté
positivement s'il passe du cable vers la terre.

b) Milieu infini.

Commengons par résoudre un probléme annexe, celui d'un cylindre situé dans un milieu infini
dans toutes les directions (figure IV-2), et cédant a la terre un flux de chaleur Q .

Figure IV-2 : cylindre de rayon R dans un milieu infini.

Ce probléme est manifestement monodimensionnel en ». On notera 6(r) le champ de
température autour du cylindre (» > R). On a vu au chapitre B-II-1-b que 1'équation de la
conduction se réduit alors a :

1 0 ( 00

Ay )=0  pourr>R

et qu'elle admet pour solution : O(r)=Alnr+B
On peut fixer la constante d'intégration A de fagon a ce que le flux au travers du cylindre de
rayon R soit égala Q :

209 Q4= Q=2 B ava
or 2mwRL 2mwAL 2mAL
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On voit que ce champ de température est aberrant d'un point de vue physique, puisque la
température diverge quand la distance au cylindre tend vers l'infini. Mais peu importe,
retenons que, sur la plan mathématique, il satisfait a I'équation de Laplace, et remettons a plus
tard le calcul de la constante d'intégration B.

¢) Composition des solutions : champ de température dans le milieu semi-infini.

Continuons a considérer un milieu infini, mais contenant a présent deux cylindres de méme
rayon R, positionnés de facon symétrique par rapport au plan d'équation z=0. Le premier
cylindre, dont le centre C est a la cote z=H, échange avec le milieu environnant le flux de
chaleur Q , alors que le deuxieme cylindre, dont le centre C' est a la cote z=-H, échange
avec son environnement un flux égal en valeur absolue, mais de signe opposé, soit —Q (cf.
figure IV-3). Si le premier cylindre se comporte en source de chaleur, le deuxiéme se
comporte donc en puits.

V2

Figure IV-3 : milieu infini avec deux cylindres de rayon R.

Soit 7 la distance d'un point M quelconque au centre C du premier cylindre. Si celui-ci était
seul, le champ de température dans le milieu environnant serait donné par la relation IV-4 :

0(r)=— Q Inr+B
2mAL

De méme, en notant 7' la distance de M au centre du deuxieme cylindre, on obtiendrait, si
celui-ci était seul, le champ de température :

0'(r')=+ Q Inr'+B'
2mwAL
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Additionnons a présent ces deux champs :

Tirr=o+olr)=rS—mrc avs)

Ce nouveau champ vérifie 1'équation de la conduction (IV-1). C'est une conséquence de la
linéarité de 1'équation de Laplace : (40 = 0 et A0 '=0) => A6 +6 )=0. Voyons s'il est
possible de faire en sorte qu'il vérifie aussi les conditions aux limites IV-2 et IV-3. On voit
facilement que c'est le cas pour la condition IV-2, a condition de faire intervenir 1'hypothése
R<<H, laquelle permet de faire 1'approximation r'=2H=constante lorsqu'on se trouve sur la
circonférence du cylindre inférieur, c'est a dire en 7=R. Pour la condition IV-3, il suffit de
remarquer que le plan d'équation z=0 étant un plan de symétrie, les points de ce plan vérifient
la relation r=r’, et on obtient la valeur de la constante d'intégration C=7). Le champ de
température solution du probléeme défini au paragraphe IV-2-a est donc :

T(r,r’):9(}’)4-9(;”):%[71%-%7} (IV-6)

d) Résistance thermique.

Avec l'approximation déja mentionnée ci-dessus (R<<H => r'=2H), la température a la
circonférence du cylindre inférieur s'écrit :
' 2H
T,= Q In—+T,
2wAL R

On en déduit directement 'expression de la résistance thermique entre le cylindre et la surface
du sol :

m2H
r—-T1, R (IV-7)

Q  2mAL

R,=

IV -3 Sphére dans un milieu semi-infini.

On considére a présent le cas d'une sphere de rayon R, située a la profondeur H, et telle que
R<<H. Le méme type d'analyse que précédemment conduit a I'expression de la résistance
thermique entre la surface de la sphére et la surface du sol :

R
__ 2 (IV-8)
" 4 AR

On voit que la notion de résistance thermique se généralise sans peine au cas de problémes
multidimensionnels : elle est en fait intimement liée a la notion de régime stationnaire. On
trouvera dans « Fundamentals of Heat Transfer » de De Witt et Incropera un formulaire
permettant de traiter les problémes multidimensionnel stationnaires les plus courants,
I'expression des résistances thermiques étant obtenue par la méthode des images ou par
d'autres méthodes. Par contre, il est trés important de garder a l'esprit que la notion de
résistance thermique n'a plus cours en régime instationnaire, c'est a dire lorsque le champ de
température dépend du temps (théme du chapitre suivant).
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B — V Régime instationnaire monodimensionnel.
V — 1 Introduction.

Les méthodes de résolution de 1'équation de la chaleur en régime instationnaire sont
nombreuses : transformation de Boltzmann, séparation des variables, transformation de
Laplace, fonctions de Green, etc. Le but de ce cours n'est pas de les passer en revue (les plus
courantes figurent au programme du cours de mathématiques de L.3), mais plutét de mettre
l'accent sur les aspects physiques d'un phénomene de diffusion, et notamment sur le sens des
deux caractéristiques thermophysiques propres au régime instationnaire : la diffusivité et
l'effusiviteé.

V — 2 Diffusivité thermique.
a) Milieu semi-infini soumis a un échelon de température.

Afin de comprendre le role de la diffusivité thermique, considérons un milieu semi-infini
initialement a la température 7, dont la température de surface est passée instantanément a 7
a l'instant initial. Il s'agit d'un probléme monodimensionnel instationnaire, décrit par le
modeéle mathématique suivant (cf. paragraphe B-1-3) :

i%—];= Z:Y; pour x >0 et t>0 (V-1)
Condition initiale : T(x,0) =T, pour x >0 (V-2)
Conditions aux limites : 700t =T, pourt>0 (V-3)

hr;zgrxoét) =Ty pourt>0 (V-4)

La température 7" dépend de l'abscisse x et du temps ¢. La diffusivité est notée . La densité
de flux thermique en x=0 est donnée par :

oT
qO(t)Z—/\ahzo (V-5)

b) Ordres de grandeurs.

Le champ de température attendu a un instant ¢ donné est représenté sur la figure V-1 (il s'agit
d'une photographie du champ prise & un moment de son évolution). Notre intuition nous
indique que la brusque variation de la température de surface survenue a l'instant initial a di
perturber le champ de température dans le milieu sur une profondeur & a partir de la surface,
laquelle doit vraisemblablement augmenter avec le temps.

Supposons notre intuition correcte, et tentons d'en déduire 1'ordre de grandeur de chacun des
deux membres de 1'équation de la chaleur (V-1), en commencant par le membre de gauche
(dérivée temporelle). Dans la zone affectée par la modification de la température de surface,
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la température est passée de 7, (valeur initiale) a une température de l'ordre de 7}, ceci
pendant un temps 7. En notant « ~ » la relation « a méme ordre de grandeur que », il vient :

6 | 1 O|
or, =Tl V-6
| ot t (V-6)

Faisons de méme pour la dérivée spatiale, en commencant par le premier ordre. A un instant ¢
donné, la température passe de 7, a 7; sur une distance de 1'ordre de 6. On obtient donc :

oT ~|Tl_T0|
8710 v-7)

Pour la dérivée seconde, il suffit d'écrire que, sur une distance de l'ordre de o, la dérivée
premiere varie de zéro jusqu'a 'ordre de grandeur donné ci-dessus. On en tire :

orT, |T,\—T,
|6le~ 162 0 (V-8)
T A
< o
Tyf
T]
>
0 X

Figure V-1 : champ de température a un instant ¢ donné.

I1 suffit a présent de porter les relations (V-6) et (V-8) dans I'équation de la chaleur (V-1),
pour obtenir I'évolution de la profondeur perturbée & en fonction du temps :

1 I7,—T,| ~|T1_T0|
x 5

=> 5(t)~Vat (V-9)

Par ailleurs, en portant les relations (V-9) et (V-7) dans la relation (V-5), on obtient une
estimation de la densité de flux en x=0:

|T1_T0|

|QO(t)|~)\T (V-10)
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La relation (V-9) contient deux informations trés importantes :

- la perturbation du champ de température opérée en surface se propage au sein du milieu
proportionnellement a Ia racine carrée du temps (donc tres rapidement aux temps courts, puis
de plus en plus lentement au fur et a mesure que le temps passe).

- un milieu doté d'une diffusivité élevée est un milieu dans lequel une perturbation de
température se propage rapidement. Si l'on se souvient de la définition de la diffusivité
(a=A/pc), on voit que, pour étre trés diffusif, un milieu doit avoir une forte conductivité
thermique A, mais une faible capacité calorifique volumique pc.

La diffusivité thermique de la plupart des corps couramment rencontrés est comprise dans une
gamme assez étroite allant approximativement de 107 a 10* m%s (soit seulement trois
décades). Le tableau V-1 en donne quelques exemples.

Laine de Béton Acier

' Bois . Cuivre
Alr verre Verre | plein | doux

o (m’s™) 2,2.10° | 2.10° 1,5.107 | 7,5.107 | 7.107 | 1,8.10° | 1,2.10*

Tableau V-1 : diffusivité thermique de quelques corps, a la température ambiante.

Remarque 1: il est intéressant de comparer le tableau ci-dessus avec le tableau des
conductivités thermiques donné au chapitre A-1. On voit que l'air, qui a une conductivité
thermique trés basse, est par contre trés diffusif.

Remarque 2 : on peut se demander ce que représente concrétement un milieu semi-infini. Un
mur plan d'épaisseur finie e pourra étre supposé semi-infini tant que la perturbation de
température effectuée sur l'une des faces n'a pas encore atteint la face opposée, donc tant que
la relation 6 << e reste vérifiée. La relation (V-9) permet d'en déduire que l'approximation

de milieu semi-infini est valable aux temps courts, tels que t << é°/c.
¢) Solution analytique.

Voyons a présent s'il est possible d'aller au-dela des ordres de grandeur, en trouvant la
solution exacte du probléme de diffusion instationnaire défini par les équations (V-1) a (V-5).
Le champ de température est fonction de deux variables indépendantes: 1'abscisse x et le
temps ¢. L'étude des ordres de grandeur du paragraphe précédent suggére que ce champ de
température pourrait (peut-étre !) dépendre en fait de la variable unique (x/9). On va donc
tenter de faire le changement de variables suivant, connu sous le nom de transformation de
Boltzmann :

X

. 0=—
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La composition des dérivées permet d'écrire :

or _ dr on _ _dT _ x
ot dn 0t dn 20«
oT _ dT on _ dT 1 T 4T 1
a_d_na_d_nﬁ o 6x2_dn2;

En portant ces relations dans la relation (V-1), on obtient :

2
aT, ndl _ g (o
dn 2dn

La condition initiale (V-2) et la condition a la limite (V-4) aboutissent a une seule et méme
relation (condition nécessaire pour que la méthode marche !) :

im 7'(n) = 7, (V-12)
n—-+ow
Enfin, la condition a Ia limite (V-3) se transforme en : T0) =T, (V-13)

On est a présent ramené a la résolution de 1'équation différentielle linéaire (V-11), du 2°™
ordre, a coefficients variables, avec ses conditions aux limites (V-12) et (V-13). Cette
équation étant incompléte, on commence par faire le changement de variable F(m)=d7/dn. On

trouve :
2

dT n
F(n)=%-=Cexp(-L
()= =Cexp(~T)
Aprés une intégration supplémentaire’ : T(n)=C,erf (%)JrC2

Les constantes d'intégration C; et C> sont déterminées par les conditions aux limites (V-12) et
(V-13). Apres avoir fait le changement de variables dans l'autre sens, on obtient finalement :

. B X
T(x,t) = (T,—T)) erf(NoTt) + T, (V-14)

Calculons la densité de flux de chaleur a une abscisse quelconque :

or _ Yooty
o0x Tt 4ot

q(x,t) = —A

2 z
1 La fonction erreur erf{z) est définie par : erf(z ):T _[0 €Xp (_uz) du . Elle possede les propriétés
T
suivantes : erf(-z)=-erf(z) , erf(0)=0 , z- -+~ =>erf(z) -1
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On obtient finalement la densité de flux en x=0 :

q,(t) = q(0,¢) = ;\M
Vrat

(V-15)

Remarque 1. Comparons cette relation avec la relation (V-10) obtenue au paragraphe V-2-b.
On voit que l'étude en ordre de grandeur avait permis d'obtenir la forme correcte de la

densité de flux superficielle en fonction du temps, au préfacteur 1/ Vrr pres, lequel est bien
de l'ordre de 1.

Remarque 2. La relation (V-14) permet d'établir que l'abscisse d'une isovaleur du champ de
température se déplace selon la loi x=k Jat , k étant une constante correspondant a
l'isovaleur choisie. La solution analytique exacte confirme donc bien la validité de la relation
(V-9), et donc le sens physique de la diffusivité donné au paragraphe V-2-b.

Remarque 3. En introduisant une nouvelle propriété thermophysique, l'effusivité e=\Apc ,
la relation V-15 devient :

(TI_TO)

q,(t) = GT

Contrairement au cas du régime stationnaire, la densité de flux ne dépend pas uniquement de
la conductivité thermique A, mais aussi de la capacité calorifique volumique pc, laquelle
provient de la variation d'énergie interne du milieu au cours du temps. La notion d'effusivité
est précisée au paragraphe suivant.

V -3 Effusivité thermique.
a) Deux milieux semi-infinis en contact parfait.

La notion d'effusivité peut étre explicitée par 1'étude du probléme suivant. Deux milieux semi-
infinis de caractéristiques physiques différentes sont mis en contact a 1'instant /=0. Le contact,
supposé parfait, a lieu a l'abscisse x=0. Le milieu 1 occupe le demi-espace tel que x < 0, le
milieu 2 le demi-espace tel que x > 0 (cf. figure V-2).

On notera 7; la température dans le milieu 1, 7> la température dans le milieu 2. Le modéle
mathématique correspondant a la situation que 1'on vient de décrire est donné ci-dessous.

1 0T, o°T, 10T, o°T,

— =— pour x<0Oett>0 , — =—> pour x>0ett>0

o, Ot Ox «, 0t ox

Ti(x,0) =Ty, pourx <0 , T>(x,0) = Ty pourx > 0

lim 7 t lim 7T t

m 7,(x,2) T\, pourt=0 , im To(x,2) Ty pourt=0
X——o X—+oo
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contact
N\

Milieu 1 Milieu 2

I 61,11,0(] P Cz’lz’az

x=0

Figure V-2 : deux milieux semi-infinis en contact.
La condition de contact parfait s'écrie : T,(0,1) = T,0,1)
La conservation du flux thermique au contact fournit une relation supplémentaire :

oT, orT,
1W|x:0 = ZWL(:O
b) Solution analytique.

Le probléme défini ci-dessus peut étre résolu par la méme méthode que celle utilisée au
paragraphe V-2 (calcul fait en TD).

€ €T, +e, T
T1(x,t) = : (Tz()_Tu)) eﬁ‘( 2l ) + 0 22
€,+¢, 2Vt €,1¢€;
€ e T,,+e, T
Tz(x:l) = ! (Tzo_Tl()) erf( X ) + 0 22
€,+¢€, 24 oyt €,T€

Avec €,=vp,c,A, et €,=\p,C,A,

Les grandeurs €, et €, qui apparaissent dans la solution analytique sont appelées
effusivités des milieux 1 et 2. L'effusivité est par définition la racine carrée du produit de la
conductivité thermique A par la capacité calorifique volumique pc. Son unité est le
Jm?.K's'. Son sens physique apparait clairement lorsqu'on calcule la température de
contact 7. entre les deux milieux :

€ Ty +e€, Ty

T, = T,0,t) = T,(0,¢) =
€,1¢€,

c
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On constate que la température de contact est indépendante du temps. Elle est donnée par la
moyenne des températures initiales des deux milieux, pondérées par les effusivités. On en
déduit que le milieu qui a la plus forte effusivité tend a imposer sa température a 'autre. Le
tableau V-2 contient la valeur de l'effusivité de quelques milieux.

) Laine de . Béton | Acier .
Air verre Bois Verre plein donx Cuivre
€
5,5 30 6.10*> | 1,3.10° | 2.10° | 1,2.10* | 3,5.10*
J.m2K"'.s"?)

Tableau V-2 : effusivité thermique de quelques corps a la température ambiante.

Remarque : le modéle décrit ci-dessus permet de comprendre pourquoi, a température égale,
certains matériaux semblent plus froids que d'autres au toucher. La conductivité thermique
de la peau humaine est de 0,37 W.m.K"'. En assimilant sa masse volumique et sa chaleur
spécifique a celles de l'eau, on peut estimer l'effusivité de la peau a environ 1200
J.m?.K'.s'?. La température d'un doigt est d'environ 32°C. Comparons les températures de
contact dans le cas ou le doigt est posé sur un objet en bois ou bien sur un objet en cuivre,
tous deux a 20°C. Dans le cas du bois, la température de contact est donnée par :

~1200x32+600x20 o
Te= 1200+ 600 = 80°C
Alors qu'on obtient dans le cas du cuivre :
_1200x32+35000x20 o
o= 1200+ 35000 = 204°%C

La sensation de chaud ou de froid n'est donc pas uniquement liée a la température de l'objet
touché, mais aussi a ses caractéristiques thermophysiques. Pour la méme raison, la gravité
des brulures provoquées par le contact avec une surface chaude dépendra non seulement de
sa température, mais aussi de son effusivité (une surface métallique chaude étant bien plus
dangereuse, a température égale, qu'un isolant thermique tel que bois ou laine de verre).
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C — Introduction a la convection.

Dans tous les problémes que nous avons traités jusqu'a présent, nous avons supposé que le
coefficient d'échange thermique intervenant dans la loi de Newton était connu a priori. Or,
dans la plupart des applications de la thermique, la détermination du coefficient d'échange est
précisément la partie la plus délicate. En effet, dans les transferts de chaleur par convection, a
la conduction thermique déja présente dans les solides s'ajoute Il'advection, transfert
d'énergie induit par 1'écoulement, ce qui introduit un niveau de complexité supplémentaire.

De facon générale, le but de ce chapitre est la détermination du coefficient d'échange
thermique. On notera 4 le coefficient d’échange local en un point de la surface d’échange.
Notons que 4 n'est pas nécessairement uniforme, il est susceptible de varier dans l'espace.
Rappelons la loi de Newton :

q=h(T;-T,)

avec ¢ la densité de flux thermique locale au point considéré, 7rla température du fluide (dont
la définition exacte dépend du probléme traité, nous y reviendrons par la suite), 7, la
température de paroi locale. Dans le cas d’une surface isotherme, le flux transféré sur la
totalité de la surface s’obtient par intégration :

Q=(T,~1,) [ [ nds

On peut alors définir un coefficient d’échange moyen sur la surface d'échange :

- 1
h=<[ [ has
L’expression du flux de chaleur devient : Q=hS(T T p)

Dans les applications, c'est ce coefficient d'échange moyen h qui va nous intéresser, car
c'est lui qui permet le calcul du flux de chaleur Q , transféré sur la totalité de la surface
d'échange.

On a vu dans le chapitre A-2 (cours de L2) que la convection pouvait se classer en
convection naturelle, forcée, ou mixte. Dans le cadre de ce cours, nous nous limiterons au cas
de la convection forcée. Le chapitre C-I est consacré au traitement des écoulements externes
(la paroi solide est immergée dans un milieu fluide infini), et le chapitre C-II aux écoulements
internes (le milieu fluide est borné, comme dans le cas ou I'écoulement a lieu a 1'intérieur d'un
tube).
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C —1 Ecoulements externes.

I — 1 Couches limites : approche qualitative.

a) Couche limite hydrodynamique.

Considérons une plaque plane placée dans un écoulement paralléle, tel que la vitesse au
niveau du bord d’attaque est uniforme et égale a u... L.’adhérence du fluide a la paroi (u=0 en

y=0) provoque ’apparition d’une zone d’épaisseur du(x), dans laquelle existe un gradient de
vitesse. Cette zone est appelée couche limite hydrodynamique. Au dela de 1’épaisseur du(x),
la vitesse de 1’écoulement n’est plus modifiée de facon significative, et conserve la valeur u.,
(en pratique, on peut adopter pour du(X), par exemple, la valeur de y telle que u = 0,99 u..).

Yy A U
N 0,(x)
— >
U, — »l S,
_> x
> >
- : -

Figure II-1 : couche limite hydrodynamique.

L’apparition de cette couche limite est responsable de 1’effort exercé par le fluide sur la
plaque (trainée). La contrainte de cisaillement 7; au niveau de la plaque (y=0), est donnée par
la relation :

avec u la viscosité dynamique.

b) Couche limite thermique.

Supposons a présent que la température du fluide 7. au niveau du bord d’attaque differe de
celle de la plaque 7, (supposée isotherme dans ce qui suit). On assiste alors a I’apparition
d’une couche limite thermique, c’est a dire d’une zone dans laquelle le gradient de
température perpendiculaire a la paroi est non nul. Pour fixer les idées, supposons que la
plaque soit plus chaude que le fluide. Elle cede alors de la chaleur aux particules fluides qui
sont a son contact, qui elles-mémes communiquent une partie de cette énergie aux particules
des couches supérieures, et ainsi de suite. De 1a I’apparition d’un gradient thermique. Au dela
d’une épaisseur Or, que I’on appelle épaisseur de couche limite thermique, le gradient peut
étre supposé nul, et la température du fluide égale a 7., température au niveau du bord
d’attaque (en pratique, on peut adopter pour Jr la valeur de y telle que : (T,-T)/(T,-T.) = 0,99).

D'apres la loi de Fourier, la densité de flux locale au niveau de la plaque (c'est a dire en
y=0) a pour composante normale a la plaque :

- o oT
q'y:_AELv:O
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avec A la conductivité thermique du fluide. Si I’on adopte 7; = T.. dans la loi de Newton, la
définition du coefficient d’échange local 4 prend la forme ci-dessous :

oT

A—|, _
p=_0¥ " AR B)
(1.-T,)

Remarque : on a donc adopté Ty = T. dans la loi de Newton, ce qui est toujours le cas
pour les écoulements externes, c’est-a-dire les écoulements tels que [’on peut trouver une
distance a la paroi au dela de laquelle ni le champ de vitesse ni le champ de température ne
subissent l'influence de la paroi.

VA
T
T £ 5r(x)
S5 y x
>
< L =

Figure I1-2 : couche limite thermique (le dessin correspond au cas 7),> 7).

En remplacant les termes de la relation (I-1) par leur ordre de grandeur, on obtient un
résultat trés important :

f_l 5T - 7 A (1'2)
T.-T, 5

On reconnait ici la conductance d'un mur plan d'épaisseur o et de conductivité thermique A.
Le coefficient d'échange est donc la conductance de la couche limite thermique.

¢) Transition vers la turbulence.

Essayons d'aller un peu plus loin dans la description qualitative des couches limites.
L’écoulement sur la premiére partie de la plaque est régulier : chaque particule fluide suit une
ligne de courant bien déterminée, 1'écoulement est laminaire. Si la longueur de la plaque se
prolonge au dela d’une certaine valeur que nous noterons x. (distance critique), on observe
une déstabilisation de 1’écoulement, qui devient furbulent. Une zone intermédiaire, appelée
zone de transition, s’étend entre les zones laminaire et turbulente. Le coefficient d'échange &
que nous recherchons n'est évidemment pas le méme dans les deux régimes.
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A
/\y U X=X, /
Ue ) 1 4\ Q Ecoulement turbulent
= MR
—: j v L \? ?\\b > LI Soui-couche laminaire
X
=
< Zone laminaire — % = Zone turbulente >‘
<
=
=

Figure I1-3 : transition entre les régimes laminaire et turbulent.

I -2 Etude du régime laminaire.
a) Equations de conservation.

Dans toute cette partie, nous retiendrons les hypotheses ci-dessous, sauf spécification
contraire.

H]1 - Fluide newtonien incompressible.

H?2 - Régime stationnaire.

H3 - Propriétés physiques du fluide constantes (donc indépendantes de la température).
H4 - Forces volumiques (dont le poids) négligeables.

H5 - Dissipation visqueuse négligeable.

Avec ces hypotheses, les équations de conservation de la masse et de la quantité de
mouvement s'écrivent respectivement, en coordonnées cartésiennes et pour un probléme
bidimensionnel selon les axes X et p (cf. cours de mécanique des fluides de L3) :

ou ov _

ooy =0 (I-3a)

du ou_ 10p . ,0°u 0&u

U—+v—=—-"L4v(=—+ ) I-3b

ox 0y pox ox’ 9y (150)
2 2

y vy, ov__10p, 0V 0OV, (1-3¢)

ox 0y poy ox> 0y’

Le vecteur vitesse est noté V=uXx+vy , la pression p, la masse volumique p et la viscosité
cinématique v =w/p.

Notre but étant de déterminer le transfert de chaleur dans le fluide, nous allons avoir
besoin d'une nouvelle équation de conservation, celle de I'énergie. On 1'obtient de la méme
facon que 1'équation de la conduction thermique, en appliquant le premier principe de Ila
thermodynamique a un petit volume de matiere. Contrairement au cas de la conduction
thermique dans un solide, nous avons a présent affaire a un systéme ouvert, puisque le fluide
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s'écoule. En négligeant la dissipation visqueuse, et en supposant qu'il n'y a pas de travaux
autres que mécaniques, on obtient I'équation suivante :

or  _oT o0’T  °T
gL -
u % ’ o(— yz) (I-4)

L'équation (I-4) traduit un équilibre entre l'advection (membre de gauche) et la diffusion
(membre de droite). En particulier, on vérifie que si le champ de vitesse s'annule (u=v=0),
I'advection disparait, et 1'équation (I-4) se réduit a I'équation de Laplace, c'est a dire a
1'équation de la conduction thermique en régime stationnaire.

Par ailleurs, on remarquera la ressemblance entre 1'équation de conservation de 1'énergie
(I-4) d'une part et les équations de conservation de la quantité de mouvement (I-3b) et (I-3c)
d'autre part. La remarque ci-dessus s'applique donc aussi aux équations de conservation de la
quantité de mouvement. En effet, le transfert de cette derniére se fait par advection (membre
de gauche) ou diffusion (membre de droite), et la viscosité cinématique v est en fait la
diffusivité associée au transfert de quantité de mouvement, comme la diffusivité thermique «
l'est au transfert de chaleur. D'ailleurs, ces deux grandeurs jouent non seulement le méme role
dans les équations (I-3) et (I-4), mais elles s'expriment aussi dans la méme unité : le m?s.
Cette analogie entre les équations de conservation explique que les phénomenes
hydrodynamiques et thermiques présentent des comportements trés similaires dont,
notamment, la formation de couches limites, que I'on peut observer dans les deux cas.

b) Epaisseur de la couche limite hydrodynamique.

Nous allons a présent essayer de trouver l'ordre de grandeur de 1'épaisseur de la couche
limite hydrodynamique, a partir des équations (I-3) (conservation de la masse et de la quantité
de mouvement). L'équation I-3a s'écrit, en termes d'ordres de grandeur :

Uy V. L5)
L s,

Comme 1'épaisseur de la couche limite est trés petite devant la longueur de la plaque (dy<<L),
on en déduit que la composante du vecteur vitesse normale a la plaque est tres inférieure a la
composante parallele a la plaque (V<<u.).

Exploitons a présent les équations de conservation de la quantit¢é de mouvement. Le
gradient de pression peut étre supprimé de ces équations en prenant la dérivé partielle de
(I-3b) par rapport a y, celle de (I-3c) par rapport a x, puis en soustrayant membre a membre. Il
vient :

3 3 3 3
i(u@) 5(@)_i(ua" o (yovy_, Ou ou_ 0V 0v

+_
oy 0Xx 6yv6y ox

v =v v —V—s-V
ox" Ox 0y ox’oy 0y’  ox>  0y’ox

En tenant compte de la relation (I-5) ainsi que des inégalités oy<<L et v<<u., la relation ci-
2 ",
~y R

Ls, &y

dessus s'écrit, en termes d'ordres de grandeur :
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On en tire facilement le résultat recherché : Oy~ vL (I1-6)

u

00

Enfin, on peut mettre ce résultat sous forme adimensionnelle, en introduisant le nombre de

L
Reynolds Re;= He

)
TH ~Re,'"? (1-7)

Remarque : nous avons supposé pour arriver a ce résultat que 1'épaisseur de la couche
limite hydrodynamique était trés inférieure a la longueur de la plaque. D'apres la relation ci-
dessus, ce n'est vrai que si ReL >> 1. Le cas des petits nombres de Reynolds (ReL <<I,
inertie négligeable devant les frottements) qui, concrétement, correspond a I'écoulement lent
d'un fluide trés visqueux, ne sera pas envisageé ici.

¢) Epaisseur de la couche limite thermique dans le cas &y << &r

Dans ce qui suit, on se place dans le cas ou I'épaisseur de la couche limite hydrodynamique
est trés faible devant celle de la couche limite thermique. On peut alors supposer qu'en tout
point de cette derniere, 1'écoulement est celui que 1'on trouve a 1'infini loin de la plaque. En
d'autres termes : u(x,y) = uco = constante, et v = 0. Dans ces conditions, I'équation 1-4 se
simplifie :

u, 0T _0°T  o°T
x 0x ox> 0y

On peut la simplifier encore en utilisant un argument basé sur les ordres de grandeur, et sur le
fait que 1'épaisseur de la couche limite thermique est trés petite devant la longueur de la

plaque (6r << L). En effet :

il o e P il o N (e
o x° L’ oy’ 5
L o°T T e .
Comme 6,<L , on en déduit : e << 5|, et I'équation de conservation de
X
1'énergie se simplifie encore :
u, 0T _0°T
 x A (I-8)
x oy

A partir de cette équation, on obtient facilement I'ordre de grandeur de 1'épaisseur de la
couche limite thermique :

5, ~ &£ @9

o0
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Ce résultat peut se mettre sous forme adimensionnée en introduisant le nombre de Prandtl,
rapport de la viscosité cinématique sur la diffusivité thermique (Pr=v/q) :

1) _
TT ~ (Re,Pr)"?

Pour obtenir ce résultat, nous avons supposé que l'épaisseur de la couche limite thermique
était d'une part trés inférieure a la longueur de la plaque, et d'autre part trés supérieure a
'épaisseur de la couche limite hydrodynamique. La premiere hypothése impose comme
condition de validité (Re, Pr)>>1. La deuxiéme implique :

o)
A~ pr'P«l
Sr

Le rapport de la viscosité cinématique v sur la diffusivité thermique ¢ est donc un nombre
sans dimension appelé le nombre de Prandtl. Ce nombre ne dépend que de la nature du fluide.
On a Pr<<I pour le métaux liquides, Pr>>1 pour la plupart des autres liquides (eau, huiles,
solvants organiques,...), et Pr~I pour l'air. Une analyse plus détaillée permettrait de montrer
que le rapport de l'épaisseur de la couche limite hydrodynamique sur 1'épaisseur de la couche
limite thermique est une fonction de ce nombre et que, plus précisément :

o)
Pr<l = 5—” <1 (cf. analyse ci-dessus)
T

)
Pr~1 = -~
o7

6H
Pr>1 = —>1
T

L'épaisseur de la couche limite hydrodynamique est donc inférieure a celle de la couche
limite thermique dans les métaux liquides, et supérieure dans les autres liquides. Dans le cas
important de I'air, les deux couches ont approximativement la méme épaisseur.

d) Coefficient d'échange thermique dans le cas Pr<<I

Dans le cas particulier Pr<<I, on obtient facilement 1'ordre de grandeur du coefficient
d'échange en combinant les relations (I-1) (définition de %) et (I-9) (ordre de grandeur de &) :

h ~ Ay—== I-10
" (I-10)

Ce résultat peut étre obtenu sous forme adimensionnée en introduisant le nombre de Nusselt

_ L L
Nu,= hT en plus du nombre de Reynolds Re;= u"'T et du nombre de Prandtl Pr=v/« :

Nu, ~ (Re,Pr)” (I-11)
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La solution exacte du probléme peut étre obtenue facilement en remarquant que sur le plan
formel, I'équation (I-8) est analogue a I'équation de la conduction thermique (B-V-1). Comme
l'analogie s'étend aussi aux conditions aux limites (7(x,y=0)=T,, T(xy=+*)=T,
T(x=0,y)=T.), on en déduit le champ de température dans la couche limite :

T(x’y)_Tp _ y\/Tm
T1.-T, €rf(§ E) (I-12)

On obtient I'expression exacte du coefficient d'échange local en combinant cette relation avec
la relation (I-1) :

Finalement, le coefficient d'échange moyen sur la partie laminaire de la plaque s'obtient par
intégration:

= 1 ¢t 2 u
h = —] hdx = —A/—=
L fo Vo VL
Ce qui donne, sous forme adimensionnée : Nu, = 1,128 (Re,Pr)"” (I-13)

Rappelons que cette relation est valable en régime laminaire, lorsque Pr << 1.
e) Coefficient d'échange thermique dans le cas (Pr~1 ou Pr >>1)

Contrairement au cas précédent, il faut tenir compte des variations de la vitesse dans la
couche limite thermique. Il faut donc commencer par résoudre le probléme hydrodynamique
pour obtenir le champ de vitesse, puis l'insérer dans 1'équation de conservation de 1'énergie
(I-4) avant de pouvoir la résoudre. Malgré les simplifications basées sur le faible rapport
d'aspect des couches limites ( 6, << L et 6,<<L ), larésolution n'est que semi-analytique

(autrement dit, il faut recourir a des solutions numériques a certaines étapes). Tous calculs
faits, le nombre de Nusselt moyen sur la partie laminaire de la plaque est donné par :

Nu, = 0,664 Re”Pr'>  (1-14)

Cette relation est valable en régime laminaire, pour Pr 2 0,6.

I — 3 Régime turbulent.

L'expérience montre que la distance critique x. marquant la fin de la zone laminaire
s’obtient pour un nombre de Reynolds valant approximativement 5.10° (cette valeur peut
varier avec ’état de surface de la plaque, ainsi que le niveau de turbulence de 1’écoulement
incident). La transition entre les deux régimes s'obtient donc pour :
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Uy X,
~510°  (I-15)

%

Contrairement au régime laminaire, la résolution analytique des équations de conservation
n'est plus possible, et méme la simulation numérique de 1'écoulement est assez lourde a
réaliser. On a donc recours a des corrélations empiriques, c'est a dire basées sur de multiples
expériences, au cours desquelles on fait varier les différents parametres du probléme. On
obtient le résultat suivant pour le nombre de Nusselt local dans la zone turbulente :

Nu, = 0,0296 Re*°Pr'”  (1-16)
Cette corrélation est valable pour 0,6<Pr<60 et Re,<Re,<10".

La zone turbulente étant précédée d'une zone laminaire, le coefficient d'échange moyen sur
I'ensemble de la plaque s'obtient en intégrant successivement sur les deux zones :

= () g [ By 0)= 25 T (2)= P (2 (1)
Les relations (I-14) et (I-16) permettent d'obtenir :
Nu, = (0,037 Re,°—A)Pr'” avec ~ A=0,037Re;”—0,664 Re.”
En supposant Rex{NS.lOS , il vient finalement :
Nu, = (0,037 Re;’—871)Pr'”  (1-17)

Cette corrélation étant basée sur les relations (I-14) et (I-16), elle est valable pour
0,6<Pr<60 et Re.<Re;<10®. Si Re.>Re;, 1'écoulement est laminaire sur la totalit¢ de la
plaque, et il faut utiliser la relation (I-14). Enfin, tout ce qui précéde est valable pour une
plaque a température uniforme. Il existe dans la littérature des corrélations pour d'autres types
de conditions aux limites, comme par exemple une densité de flux uniforme.
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C — II Ecoulements internes.

IT - 1 Vitesse moyenne.

Nous passons a présent aux écoulements internes, c'est a dire s'effectuant dans un milieu
confiné. On peut citer comme exemple un écoulement entre deux plaques planes paralléles
espacées d'une certaine distance, ou bien dans un tube. Dans ce qui suit, nous nous
attacherons plus particulierement au cas du tube de section circulaire, a cause de son
importance pratique évidente (dans les échangeurs de chaleur, par exemple). Les hypothéses
sont les mémes que celles retenues au chapitre C-I (fluide newtonien incompressible, régime
stationnaire, propriétés physiques constantes, forces volumiques négligeables).

De facon générale, dans le cas des écoulements internes, il n'existe plus loin des parois solides
d'écoulement non perturbé, dont la vitesse u. nous avait servi de référence dans I'étude des
écoulements externes. On adoptera donc comme vitesse de référence la vitesse moyenne sur
la section A perpendiculaire a 1'écoulement :

1
um=foAudA

Pour un fluide incompressible, le débit massique s'écrit : m=pu, A . Par conséquent, si la
section A est constante, la vitesse moyenne u,, l'est aussi (conservation de la masse).

Le régime d’écoulement, laminaire ou turbulent, est déterminé par la connaissance du
nombre de Reynolds défini de la fagon suivante (cf. cours de Mécanique des Fluides de L3) :

_u,D

A%

Re,

On rappelle que I'expérience de Reynolds montre que I’écoulement laminaire correspond a un
nombre de Reynolds allant de 0 a 2300. La turbulence est considérée comme pleinement
développée au dela de 10 000. Entre 2300 et 10 000 s’étend la zone de transition.

II — 2 Température moyenne.
a) Bilan énergétique global.

Appliquons le 1¢ principe de la thermodynamique au systéme ouvert constitué d'une
tranche de fluide d'épaisseur dx, située a une abscisse x quelconque. En plus des hypothéses
habituelles, déja mentionnées, nous supposerons qu'il n'y a pas de travail mécanique autre que
celui des forces de pression, que les variations d'énergie cinétique et d'énergie potentielle de
pesanteur sont négligeables, et que l'on peut aussi négliger le transfert de chaleur par
conduction dans Ia direction de I'axe du tube, devant 'advection. Dans ces conditions, et en
tenant compte du fait que la vitesse et la température (et donc 1'enthalpie massique), varient
sur une section de 1'écoulement, le bilan énergétique s'écrit :

f fA pu(x+dx,r,9)h(x+dx,r,0)dA—f fA pu(x,r,0)h(x,r,0)dA=dQ (1I-1)
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Ecoulement

s

X x+dx

Figure II-1 : bilan énergétique sur une tranche de fluide.

On note (x,7,0) les coordonnées cylindriques du point considéré, p la masse volumique du
fluide, u la composante axiale du vecteur vitesse, & l'enthalpie massique du fluide, et dQ le
flux de chaleur cédé par le tube au fluide, sur le troncon élémentaire d'épaisseur dx. Dans ce
qui suit, nous allons distinguer deux cas, celui du gaz parfait et celui du liquide
incompressible.

1¢ cas : gaz parfait.

La variation d'enthalpie massique d'un gaz parfait s'écrit : dh = ¢, dT. En supposant c,
constant, on a : i(T) = ¢, T + C, avec C constante d'intégration arbitraire. En portant cette
relation dans (II-1), et aprés avoir invoqué la conservation de la masse pour éliminer C, il
vient :

ffApu(x+dx,r,9)cpT(x+dx,r,Q)dA—f fApu(x,r,@)cpT(x,r,Q)dAZdQ

Cette relation suggere d'introduire une température moyenne sur la section, définie comme
suit :
1

T,=———
[T, puc,aa

ffAP”CpTdAZ%ffAPUTdA (11-2)

Imaginons un écoulement dont la température serait uniforme sur une section A et égale a 7,
cet écoulement transporterait la méme enthalpie que I'écoulement réel. Avec cette définition
de la température moyenne, le bilan énergétique sur la tranche de fluide d'épaisseur dx
devient :

me,dT,=dQ (11-3)
2% cas : liquide incompressible.

La variation d'enthalpie massique s'écrit a présent : dh = ¢ dT + dp/p, avec c=c,=c,. On a
donc : A(T,p) = ¢ T + p/p + C. En portant cette relation dans (II-1), et en négligeant les
variations de pression sur la section du tube, on obtient :

mcdl,=d0—"dp (11-4)
p

1
avec Tm:%f prquA
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La variation de pression dp est toujours négative (perte de charge due aux frottements). Il
ressort donc de la relation (II-4) qu'en I'absence de transfert de chaleur (tube adiabatique,

dQ =0), un liquide qui circule dans un tube s'échauffe toujours, du fait des frottements
(phénomene appelé dissipation visqueuse). Cependant, il suffit d'ouvrir le robinet d'eau froide
chez soi pour se convaincre que cet effet est généralement trés faible, et qu'il peut donc étre
négligé dans la plupart des cas. On obtient donc pour un liquide incompressible :

mcdT, ~dQ (11-5)

Comme c=c,=c, dans le cas d'un fluide incompressible, on voit que la relation (II-3)
s'applique en fait aussi bien aux gaz parfaits qu'aux fluides incompressibles. II faut
simplement se souvenir que, dans le cas des liquides incompressibles, elle nécessite une
approximation supplémentaire (négliger la dissipation visqueuse).

b) Température de référence.

On a avec la température le méme probleme qu'avec la vitesse : il n'y a plus dans les
écoulements internes de température 7., correspondant a I'écoulement non perturbé. On
prendra donc comme température de référence la température moyenne 7,, définie par la
relation (II-2). La loi de Newton s'écrit alors :

q=h(T,-T,) (II-6)

avec q la densité de flux thermique locale a la paroi, # le coefficient d'échange local, et 7, la
température de paroi locale.

IT — 3 Conditions aux limites.
a) Densité de flux uniforme

Cette situation correspond au cas ou une résistance électrique est bobinée sur la paroi
intérieure du tube. En notant W, la puissance électrique de la totalité de 1'élément
chauffant, le flux de chaleur transféré sur la tranche de fluide d'épaisseur dx s'écrit :

dQ:WelecT

avec L la longueur du tube. L'équation (II-3) nous donne le profil de température moyenne du
fluide dans le tube :

dTm Welec > T ( ) X Welec+T
=— = xX)="—
dx Lmc, " L mc,

me

avec T, la température moyenne du fluide a I'entrée du tube. La température moyenne a la
sortie du tube s'obtient facilement :
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En conclusion, dans ce type de probléeme (densité de flux uniforme), le bilan énergétique
donne I'évolution de la température du fluide dans le tube. Il faut ensuite déterminer la
température de paroi du tube, grace a la loi de Newton :

Weec
T,(x)=-5+ T, (x)

avec h le coefficient d'échange local et S la surface d'échange du tube (S=x DL pour un tube
de section circulaire).

b) Température de paroi uniforme.

C'est le cas d'un tube constitué d'un bon conducteur thermique. Dans ce cas, le bilan
énergétique (II-3) et la loi de Newton (II-5) aboutissent a une équation différentielle du 1°
ordre, dont la solution donne le profil 75 (x) :

dx mc

p

mc,dT,=hpdx(T,~T,) => T,—-T,)

avec p le périmeétre du tube (p=x D pour une section circulaire). Cette équation est a variables
séparables :

J‘Tm daT,,

T, Tm_Tp_ me, fo hdx => —_— =exp(——)

Dans ce type de probléme (température de paroi uniforme), la relation ci-dessus donne la
température de sortie, et le flux total échangé est obtenu en intégrant la relation (II-3) sur
'ensemble du tube :

Q=mcp(Tms— T..)

IT — 4 Détermination du coefficient d'échange.
a) Régime d'entrée et écoulement établi.

La figure II-1 représente 1'écoulement d'un fluide a l'entrée d'un tube de section circulaire,
de diameétre D. Comme pour la plaque plane, I’adhérence du fluide a la paroi provoque
I’apparition d’une couche limite hydrodynamique, qui tend a se développer au fur et a mesure
que I’on s’¢éloigne de I’entrée du tube. Mais contrairement aux écoulements externes, la
couche limite ne peut pas s'étendre indéfiniment : elle est limitée par le rayon du tube. Pour
X =Xx,, cette couche limite occupe toute la section du tube et pour x > x,, on parle
d’écoulement établi pour la vitesse. En régime laminaire, la longueur d’établissement de la
couche limite hydrodynamique est donnée par :
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x€
7=0,05.Re,, (11-7)

En régime turbulent, la longueur d'entrée ne dépend quasiment pas du nombre de
Reynolds, et vaut approximativement 10 a 60 diametres :

X
10 < = < 60 11-8
L (I18)
—»N P = )
—>
—>
— D X
2> 1 B T 7 I B
—>
—>
> V
X
< : a

Figure II-1 : régime d'entrée de tube.

Lorsque le fluide est a une température différente de celle du tube, on assiste
également a la formation d’une couche limite thermique, qui elle aussi finit par occuper toute
la section du tube. La longueur d’établissement de la couche limite thermique, notée x., peut
étre obtenue, en régime laminaire, a partir de x. et du nombre de Prandtl :

En régime turbulent, la longueur d'établissement thermique dépend tres peu du nombre de
Prandtl : elle est du méme ordre que la longueur d'entrée hydrodynamique (x.~x.).

De fagon générale, la démarche couramment employée consiste a calculer d'abord le
coefficient d'échange pour 1'écoulement établi, puis a effectuer une correction d'entrée de
tube. S'agissant du coefficient d'échange local 4, Cette correction d'entrée n'est pas nécessaire
des lors que l'abscisse a laquelle on se situe est supérieure aux longueurs d'établissement
hydrodynamique et thermique (x>x. et x>x.,). En ce qui concerne le coefficient d'échange
moyen h , on peut se passer de correction des lors que la longueur du tube est tres
supérieure aux longueurs d'établissement (L>>x, et L>>Xx,,). Nous ne traiterons dans ce cours
que le probleme de 1'écoulement établi. Pour les corrections d'entrée de tube, se reporter aux
ouvrages cités en référence.
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b) Coefficient d'échange en régime laminaire.

En régime laminaire, et pour un écoulement établi, la température varie de facon réguliére
entre la paroi du tube et son centre. Dans ces conditions, I'ordre de grandeur du coefficient
d'échange s'obtient en remplagant 8 par D dans la relation (I-6) du chapitre 1-2b :

A
n o~ 2
D

. . hD . .
En introduisant le nombre de Nusselt N”D:T , cette relation s'écrit sous forme

adimensionnée :
Nu, ~ 1

La résolution rigoureuse des équations de conservation (que nous ne détaillerons pas ici)
permet d'affiner ce résultat. Dans le cas d'une densité de flux uniforme, on obtient :

Nu, = 4736
Pour un tube de température uniforme, on a un résultat 1égerement différent :
Nu, = 3,66

Ces résultats sont valables pour un tube de section circulaire, en régime laminaire
(Rep<2300), et pour un écoulement établi (x>x. et x>x,,).

¢) Coefficient d'échange en régime turbulent.

L'analyse précédente n'est plus valable en régime turbulent. En effet, la turbulence
homogénéise la température au cceur de 1'écoulement, et on observe par contre un fort
gradient thermique prés des parois. Comme pour la plaque plane, on a recours a des
corrélations empiriques. Celles-ci sont en assez grand nombre. On n'en citera que deux. Tout
d'abord, la corrélation de Dittus-Boelter (I1a plus simple) :

/ n
Nu, = 0,023Re}’Pr

avec n=0,4 dans le cas du chauffage (7,>7,) et n=0,3 dans le cas du refroidissement (7,<T,).
Comme d'habitude avec les corrélations empiriques, il faut faire trés attention au domaine de
validité, qui correspond aux gammes de parametres explorées lors des expériences réalisées
pour les établir. La corrélation de Dittus-Boelter est valable dans les conditions suivantes,
avec un incertitude sur le résultat de 'ordre de 25% :

0,7 < Pr < 160
10000 < Re,
10 < x/D
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Citons aussi la corrélation de Gnielinski, plus récente :

__ (f/8)(Re,—1000) Pr
1+12,7(f/8)1/2(P7’2/3—1)

D

qui fait intervenir le coefficient de perte de charge £, que I'on peut obtenir a partir de 1'abaque
de Moody (cf. cours de mécanique des fluides de L3), ou en résolvant I'équation de
Colebrook :

1 elD 2.51
—=-21 +—=
Ny Re v/ )

Le coefficient de perte de charge f dépend de la rugosité du tube ¢ et du nombre de
Reynolds Rep (notons que I'équation de Colebrook nécessite une résolution numérique, cf.
cours de Méthodes Numériques de L3). Il reste a préciser le domaine de validité de la
corrélation de Gnielinski, plus large que celui de Dittus-Boelter :

0,5 < Pr < 2000
3000 < Re, < 5.10°
10 < x/D

L'incertitude associée a la corrélation de Gnielinski est de I'ordre de 10%. Plus précise que la
corrélation de Dittus-Boelter, elle permet en outre de tenir compte de 1'effet de la rugosité du
tube, au travers du coefficient de perte de charge f (cet effet, qui est négligeable en régime
laminaire, peut étre significatif en régime turbulent).

Ces deux corrélations sont valables pour une densité de flux uniforme aussi bien que pour une
température de paroi uniforme. Si la section du tube n'est pas circulaire, on peut tout de méme
les appliquer en premiere approximation, en remplagant le diametre du tube par son diameétre
hydraulique D, = 4A/p (avec A la section du tube et p son périmetre).
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