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?7�4�� G
�����7 &���

δ ���� ����	���� m

c ��#� �������7 m/s

f ��#� ���8
���7 1/s

ω ���
��� ���8
���7 1/s

Λ ��#������� m

α ?��������� ��#� �
�4�� 1/m

β ?'������ ��#� �
�4�� 1/m

Δ ��#� ��'���
�� m

ε ������#� ��'���
�� �

κ "���������� �
�#��
�� 1/m

t ���� ���������� s

Δt ���� ��@������ s

u ?��������� #������7 ���'����� m/s

v *�������� #������7 ���'����� m/s

ṽ *������������� ��������� #������7 m/s

w ?'������ #������7 ���'����� m/s

ωz ?'������ #�������7 ���'����� 1/s

Q ���
�� 6�� ���� m3/s

q ���
�� 6�� ���� '�� 
��� ����� m2/s

Ψ ����� �� ���������� '����
�� ����� �� ���#�
��������� ����� �� ��� ����

�

::�:



<��� �� ��4���

�������� 	
������
� �������

��

?7�4�� G
�����7 &���

Ψ ?����� �
������ m2/s

φ ��'���
�� �� ������ �
������ '���
�4����� �

p ?����� '����
�� N/m2

τwx ?��������� ���� ����� ������ N/m2

τwz ?'������ ���� ����� ������ N/m2

g  ��#��������� ������������ �������� m/s2

gx ?��������� ���#��������� ������������ ����
'�����

m/s2

gy *�������� ���#��������� ������������ ����
'�����

m/s2

T ���'����
�� K

h ���� �������� ���P����� W/m2 K

hm ���� �������� ���P����� kg/m2 s

L *������������� ������ �� ��� ������� ��8
��
9��

m

W ����� �� ��� ������� ��8
�� 9�� m

ϕ "���������� ����� ���� ���'��� �� ����������
'����

���

R ����
� �� ��� ����� 4��7 4��� m

d !������� m

H ������ �� ��� ���'
�������� ������ m

��
����������� ����
���
�

?7�4�� G
�����7 &���

σ ?
����� ������� N/m

μ !7����� #�������7 kg/ms

ν )�������� #�������7 m2/s

ρ !�����7 kg/m3
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?7�4�� G
�����7 &���

α ������� ��@
��#��7 m2/s

k ������� ����
���#��7 W/mK

c ?'���9� ���� ��'����7 J/kgK

cp ?'���9� ���� ��'����7 =���4����> J/kgK

cv ?'���9� ���� ��'����7 =���������> J/kgK

D !�@
���� ���P����� m2/s

����
� ��� �������
��������������

?7�4�� G
�����7 !�9������

δNu *�������� ������ �����
[

3 q νl

gx

]1/3

L ?��������� ������ ����� �(�( Λ

ūNu ?��������� #������7 �����
gx δ2

Nu

3 νl

tNu ���� ����� L/ūNu

���
������
�� ���
��

?7�4�� G
�����7 !�9������

Re ��7����� �
�4��
ūNu δNu

νl

We ��4�� �
�4��
σ

ρl δNu ū2
Nu

Ka )�'���� �
�4��
σ

ρl g
1/3
x ν

4/3
l

Fr ���
�� �
�4��
ūNu

(|gy | δNu)1/2

ε <����� ����� ����� δNu/L
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?7�4�� G
�����7 !�9������

ΠBL !������������ ���
' ��� 4�
����7
��7�� �8
������

32/3We1/3

Re2/3

Πμ !7����� #�������7 ����� μg/μl

Πρ !�����7 ����� ρg/ρl

Pr +������ �
�4�� νl/αl

Nu A
����� �
�4��
h δNu

kl

Πk ������� ����
���#��7 ����� kg/kl

Πα ������� ��@
��#��7 ����� αg/αl

Sc ?������ �
�4�� νl/D

Sh ?������� �
�4��
hm δNu

ρl D

St ?��	�� �
�4��
Δt νl

2π d2
p

����
������� ��������

A������� ?����9������

x ?��������� ����������

y *�������� ����������

z ?'������ ����������

s "���������� ���� ����������

r ������ ����������

ξ ��#��9:�� ���������� ����������

V ���
��

A ����
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��

A������� ?����9������

φ̄ ,������������ �'�����3 #��
�� �� ���'���� �#���
��� �� φ

φ̂ ���� �#����� �� φ
¯̄φ ?'����� ��� ���'���� �#����� �� φ

φi �������� �������� ��� #����� �φ

xi +������� #�����% [x, y, z]T

ui �������7 #�����% [u, v, w]T

�∇ A�4�� #�����% [∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z]T

�n A����� ����������� 
��� #�����

n̂ A����� �������� �� ��� ���������

�τ ����� ���������� ����������� 
��� #�����
�T ?����� ���������� ����������� 
��� #�����

�g  ��#��������� ������������ #�����

τxy ?���� ������ ������ �� =�� �''���� �� ���> 7 ������
���� �� � �
����� ���� �
����� ������ '�������
�� =�� �''���� �� ���> :����������

Φij �������� �������� ��� �����: Φ

Sij ?����� ������

δij )�����	�� !����

εijk <�#��*�#��� '���
������ ������

δ̂ !���� �
������

ΔΦ !������� ���
�� �� ��� �:�����#� 8
�����7 Φ �� �
���'
�������� ����

i *��'��: #����4��%
√−1

φr ���� '��� �� ��� ���'��: ������ φ
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φ′′′′ + φ′′ [iReα∗ (c̃∗ − 3y∗ + 1.5y∗2)− 2α∗2]+
φ
[
iReα∗ (−3 − α∗2 (c̃∗ − 3y∗ + 1.5y∗2))+ α∗4] = 0,
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c∗r = fr (Re,Ka,Fr,α∗) , c∗i = fi (Re,Ka,Fr,α∗) . =.(;.>
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[
5

18

] 1
2

(ReWe)
1
2 (Re − Rec)

− 3
2 .

=.(K->

"� ��� �������
��3 �8
����� .(KM �� ���������� �� -�
�
���"����������# ��������

��� ��� 9��� '
4������ 47 )
������ R ��
�
	� =,-LK> =��� ���� )
������
R ��
�
	� =,-LI>> �� ��� �����:� �� �������� 	�������( <����3 ?�#������	7 R
��������� =,-M/> ������9�� ��� �''����4����7 �� 9�� 6��� ��� 
��� �� �� ����

���� ������� 9�� ��#� �7������( *���� =,-MI> �#��
���� '���������� �� ���
�8
����� �� ��� 4���� �� �:'��������� ���� 47 ���	����	� �� ��� =,-MJ> ����
���'��� �� ��:���� 9�� ����	���� ��� ���������� ��#� �������73 ������� ����
����4�� ��������� ��� ����� ��#� ��'���
���( ����#��3 ��� �8
����� ��� �
�����
� ����������� �� �� ���� ��� ������4� ���'������ �(�( ��� ��'������� ��
��#� ������ ����� �� ��#�������( ������� ���	�7 ���������� �8
����� ��� 4�
�4������ �� � ������� ������ �� ��� 4���� �� ��� ����� ����� �������#� �8
��
���� =��� �(�( A�	�7� =,-LJ>>( ��� �8
����� �� ���������� �� -�
��!�	"�� .
���

�������� =��� )������� R �� ����� =,M-J> ��� *���� R !���	��� =.//.>> ���
����� ���'�7 4� ������� ���� �����
� ����#�����%

∂H

∂T
+ H

∂H

∂Ξ
+ υ

∂3H

∂Ξ3
= 0. =.(J/>

�����473 ��� 8
�������� H3 T ��� Ξ ��� ��9��� ��@������7 �� �8
����� .(K-( �
�����9���� '��'���7 �� ��� �8
����� �� ��� �4����7 �� ������4� ��� 4���#��
� ��
�������� �(�( �������7 ��#�� ���� '�����#� ����� '��'������ ����� ����������� ����
��� ������� =��� !����� R S������ =,-M->>( "������� ��� ������� �@���� ����#��
��� ��� ����
���� ���( ��� ;������������ ���� �� ��� �8
����� ��� ��'��7��

;-



. ������� 9�� �7������

47 +��#����#��� R ��#����
4 =,-LM> �� ������
�� ��� 9��� '
4������ ���
���� ��
� ;������������ ������� �� � ������� ��8
�� 9��(

������� ������ �� �
''������� 9���� ���� 4��� 
' �� 47 ���
�������� ���
�������#� �8
������( ���� ��� 9��� '�������� 47 B������ =,---> �� ��� 4����
�� ��� ������ ����� �������#� �8
����� ��  5�#�	 =,-L/>3 ����#��� � ���
�������
�������#� �8
����� �����( �����
�� '���������� �� ��� ������ ���4����7 4�
��
��� ����� ��4�� �
�4�� #��
�� ��� ���������4�7 4����� ���� ����� �� ��������
�������#� �8
������ =��� �(�( +���� �� ��� =.//J> ��� � ���'������>3 �
7���G
��
R �����#���� =.///> ������ ���� ���������� ��#� ���������� ��� ���������4�7

����'�������� 47 ��� �����( � �
����� ��'��#����� ��� �4������ 47 +����
R $���	������ =.//;> ��� ������
��� ��@����� ������� =O (Ka)N, ������� ��
O (Re)N,> �� ����#� � �������#� �8
����� �� ��� 4���� �� �� �:'������ 
' ��
����� 6/5( ��� ����� '������� ��� ������ ���4����7 4�
�� 8
��� ���
�����7 
' ��
��4�� �
�4�� #��
�� �� 
���7 4
� �� ��� ���� �� 9���� ���� 4��� 
' �� ����� 47
�
7���G
�� R �����#���� =.//K>( <����3 +���� �� ��� =.//J> ���
������� �����
����� 
���� ��� ���� �''����� �� B������ =,--->3 ����������� 9���� ���� 4���

'( �����
�� ����� '���������� �� ������ ���4����7 �
@�� �������7 �� 8
����7 �
�
�� ����3 ��� �
����� ������ =��� ���� $���	������ R �
�
�
�� =.//K>> ���� �����
���
������� ����� '������� ���������4�7 ������ ���������� ��#� ���������� ����
���� �� B������ =,--->3 ����#�� ����� 
����'��������� ��� 4�
����7 ��7�� �8
��
���� ���
��� 47 �4�
� ,/% =��� +���� �� ��� =.//J> ��� �
7���G
�� R �����#����
=.///>>( "� ����� �������3 +���� �� ��� =.//J> ���� ��#���'�� ��� ������'������
�������#� �8
����� ��� ;������������ 6�� ����������( � ����4��	 �� ��� ����

������� #������ �� ��� ����� �� ��� ���� ���� �� �������� ��� �8
������ �(�( ���
��� 9�� ����	���� ��� ��� ����� �����������
� 6�� ���� '�� 
��� �����( ����
���#�� �� '���� ���� �� ���
���� '��������� �� ������ ��� ��� ������ ������� 9��
�7������ �� ��� '����4�� ����
�� ��� ��������� �� 5
�� ��� 	�������� 8
�����7
=�� ���� ���� ��� 9�� ����	����> �:'����� �� �����#� ��� ������( *����8
����73
����� 	�������� ��� �7����� 8
�������� �
�� �� 6�� ���� ��� ���� ����� ������
���
�� 4� ���������� ��� �������� 
���� ���8
��� �#��
���� �8
������( ?
��
�� ������ 
�������"�������� 
����� �������
�� ��� ����� ����� �� ��#� �7������
������ �������
����� �� 9�
�� .(,/3 ��� ����� 4� ��������� ��:�(

K/



.(. ��#� �7������

� ���������4�� ���'��9������ �� ��� 4�
����7 ��7�� �8
������ ��� 4� �����#��
47 �''�7��� ��� #�� )V��V��+�����
��� �''����� �� ��� ��8
�� 9�� �(�( �����
������� ��� ���������� ������
� �8
����� ��� ��� ������
��7 �8
����� �� .(K/
���� ��� ���� =y∗ = 0> �� ��� ��������� =y∗ = δ∗>( ��� �������� ��������� ���'
4���� ��� ���
�'���� �� � ��������� �����������
� ����� '��9�� ��� ��� ����������
#������7 u∗3 ���� ������ ����� �� ��� �#��
���� �8
������ ��� ��� 9�� ����	����
δ∗ ��� �����������
� ����� 6�� ���� '�� 
��� ����� q∗( �''�7��� <��4���C� ���
��������� �
�� ��� �������� ��� ��� ���� ��� ��������� 4�
����7 ���������� =��
���� �� ��� 	�������� ���������> �� .(K/3 ��� �������� ���������� ������
�
��� ������
��7 �8
������ ��	� ��� ����%

∂q∗

∂t∗
+

∂

∂x∗

δ∗∫
0

u∗2∂y∗ = ΠBL

[
δ∗

∂3δ∗

∂x∗3 + δ∗
]

− δ∗

Fr2

∂δ∗

∂x∗ − ΠBL

3

∂u∗

∂y∗

∣∣∣∣
y∗=0

,
∂q∗

∂x∗ +
∂δ∗

∂t∗
= 0.

=.(J,>

��� 9��� �
����� �� 
�� ���� �''����� ��� ������� 9��� ���� )�'���� =,-KM> ���
?�	���# =,-IL> =��� ���� +��	�'��
 �� ��� =,--,>>( �����473 ?�	���# =,-IL>
���
��� � ����"��
���
 ��
�"��
������ ����� �����������
� #������7 '��9��%

u∗ =
3q∗

δ∗

[
y∗ − y∗2

2

]
, =.(J.>

��� ���
����� ����� 4���� �������� �� �� ��������� /"�������� 
���� ( "� '�7��
���� ����� ��� �4�#� �8
����� �����9�� ���� ��� 6�� �� ������7 ��#���'�� �� ���
�����3 ����� �� ������7 ��� ��� ���� �� ���� 9���( ?�	���# ��� ������	��� =���
!���	��� �� ��� =,-ML>> ����� ��#����� ��� ����� 47 ���'����� ��� ���
��� �� �:�
'��������� ���� ��� ������ ���
����� �� ��� 4�
����7 ��7�� �8
������( �����47
������ ���4����7 ����7��� �� ?�	���#C� ����� ������ ���� �� 7����� ��@����� '���
���7 ���4����7 4�
��� ���'���� �� ����� �4������ ���� ��� B���?���������
�8
����� =��� �
����� ���� ���� ���� ���� ��#������ �� ������7 '������ �� ����
4����7 4�
��� �4������ ���� ��� 4�
����7 ��7�� �8
������>( *���������� ���
�#��
���� �������� �� ���
��� ��#�� �
������ �� �
4������� .(.(,3 ���� �� �� ���

K,



. ������� 9�� �7������

'������ �����������( �
����� ����7��� �� ��� ����� 47 !���	��� �� ��� =,-ML>
������ ���� �� '������� ��� ��������� ��#� �7������ ��� ����������������7
�:����� ��#�� �������4�7 ����3 ���� '��������� ��#� ���
������( ���� ���'���
�� ��'�����7 ��#� �7������ ����#��3 ��� ����� ��#����� �����9�����7 ���� �:�
'��������� ���� ��� ��� ���
���� �� ��� 4�
����7 ��7�� �8
������( !���	���
�� ��� =,-ML> ������ ���� ���� �� �
� �� ��� ���'��:��7 �� ��� ��'�����7 ��#�
������C� #������7 9���( "�����������73 ��� 4�
����7 ��7�� ���
���� �:��4��� 4��	�
6�� �� ���� ������3 ����� �� ��� ��
��� �� ���� ������ ���� 4� ����� �� ��������
���� �����9���� ������������ ��� ������������ �� ��� 6��( "� ����3 �� ���� 4�
��#���'��3 4��	6�� �� ��� ���
�� �� 6�� ��'�������3 �
�������� �� ��� ����(
��������� ��� ���������� #������7 '��9�� ��� �� 4� �� ����� �� ����� ����� ��
��'�
�� ���� �@���3 ����� �� ��� ��� ���� ��� ��� ���
��� '��9�� �� �8
�����
.(J.( !
� �� ��� ��'������� �� ��� ��'�����7 ��#� ������ ��� ������ ��������3
���� �� ������� ��'������ ����������� �� ��� �����(

"� ��� ���� ,/ 7���� 
' 
���� ���� �������73 �����9���� ��#����� �� ��� ����
������ �� 9�� 6��� 4���� �� ?�	���#C� �''����� ��#� 4��� �����#�� 47 ���
���
'� �� +�������� $���	������ �� ��� &��#�����7 �� ��
���� ��� +��������
�����#���� �� ��� W���� +��7������8
� �� +����( !�@����� �
���'����8
�����
������ ��#���'�� 47 4��� ���
'� ��� ������ �� ��4�� .(. =���7 ��� ���� ��'���
���� ������ ��� ������4�� �� ��� ��:�>( ��� 9��� �����9���� ��'��#����� ���
�����#�� 47 O
 �� ��� =,--J> 47 �''�7��� ?�	���#C� �''����� �� ��� ������
����� 4�
����7 ��7�� �8
������3 �4������ 47 ��������� ����� ���������� ε2 ��
�8
������ .(,J ��� .(,L( �����473 ��� �
����� ��'��7�� ��� ����������� 4�
���
��7 ��7�� ������� �� O (Re) 
, =�� �''���� �� ��� ������� ��'��7�� �� ����#�
�8
������ .(;I ��� .(;L>3 ��� ����� ����
������� ���� �����8
����7 '��������
��� �:������7 ���� #��
�� �� ��� ��7����� �
�4�� =ReNI//>( &���� �
�� ����
������� ������� 9��� ��� ��������7 �
�4
����( A����������3 ��� �
����� ����
���� ������ ���4����7 4�
��� �4������ ���� ��� ������ ����� 4�
����7 ��7��
�8
������ ������'��� ��� 4����� �� ���
����� �� ��� B���?��������� �8
�����
���� ����� �4������ ���� ��� 9��� ����� 4�
����7 ��7�� �8
������ ��� �����4
��
���� ��'��#����� �� ��� ��������� �� ��� ∂2u/∂x2 ���� �� ��� ���������� ���
����
� �8
�����( &���� ?�	���#C� �''�����3 ��� �
����� ������
���� � ������

K.



.(. ��#� �7������

�
�
�
��
�

+
�
�
�


�
��
��

,
-
�
	
)�
�
�

�
�
.
/
��

�
��
��
�
0
�
�1


�
��
)�
�
��
2

�

3
	

4
�

 
��
�	
�

�
��
�
��
)�
�
�
�

#
�
�
1

��
�	
�

�
��
�
��
)�
�
�
�

�
&
�	
�
��
��
�
�
�
�

�

"

"

�
�
%

%

#
�
)


�
�
�

4
�	
��
�
	
/

�

5
�
�
�
�
��
��
�
�
$
�

�

!

!

%
$
$
�

�
�
�

#
�
)
�&
��
�

4
�	
��
�
	
/

�

5
�
�
�
�
��
��
�
�
$
�

"

!

!

%
$
$
�

�
�
�

�
�
�
�

4
�	
��
�
	
/

�

4
�
�
��
16
�
�

(
+
	
�
�
��
�


�
��
�
�
7
�

�

"

!

�
�
�

8
"
�

#
�
)


�
�
�

#
�
)
�&
��
�

4
�
�
��
16
�
�

(
+
	
�
�
��
�


�
��
�
�
7
�

"

%

7

�
�
�

8
"
�

9
��
�


�
�
�

,
:
��



��
)

#


�
�
��
(
�
	

	
�
�
)	
�	
&
�"
�
�
�
�

"

%

"

8
�
�
�

8
�
�
�

,
:
��



��
)

�
�
�
�

4
�
�
��
16
�
�

(
+
	
�
�
��
�


�
�"
�
�
�
�

�

"

�

"
$
"

8
�
�

4
��
)�
��
)�
�

#
�
)
�&
��
�

4
�
�
��
16
�
�

(
+
	
�
�
��
�


�
�"
�
�
�
�

"

!

�
!

"
$
"

8
�
�

,
:
��



��
)

#
�
)
�&
��
�

4
�
�
��
16
�
�

(
+
	
�
�
��
�


�
�"
�
�
�
�

"

"

"

"
$
"

8
�
�

,
:
��



��
)

9
��
�


�
�
�

�
�&
��
�
�
�
�
��
�"
�
�
�
�

"

!
�%
1;
�

�

1

1

1

#
�
)
�&
��
�

�
�&
��
�
�
�
�
��
�"
�
�
�
�

"

"
�%
1;
�

�

�
�
�
�

8
�
�

1

,
:
��



��
)

+
�
�
�
�
�
��
(
�
	

	
�
�
)	
�	
&
�"
�
�
�
�

"

"

"

$
�
�

8
�
�
�

#
�
)
�&
��
�

,
:
��



��
)

�
�4
��
.(
.%
<
��
�
��
��
��
��
�

�
��
'�
��
�8

�
��
��
�
��
��
�
4�
��
�
��
��
�
�
��
��
�
47
?�
	�
��
#
=,
-I
L>
(
�
��

�
�
��

��
�
�
�7
��
��
��
��
�
)
�'
��
��
�

�
4
��
��
�'
��
��
#�
�7
��
��
�
��
��
�
��
��
��
��
��

�
��
�
�
��
��
��
�
�
��
��
�

�
��
��
��
�
'�
��
�
�
��
�
�:
'
��
��
��
��
��
��
�
=#
��
��
��
��
�
��
��
�
�
��
��
�
47
�

7
��
�G

�
�R
�
��
��
#�
���

=.
//
/>
�
��
'
��
��
��
��
��
�

7
��
�G

�
�
R
�
��
��
#�
���
=.
//
.>
>(

K;



. ������� 9�� �7������

����� ��
���8
����� �����3 ����� '������� �:'��������� 9�� ����	���� ����������
�������4�7 ����( ��� �������� �� ��� �
����� �8
������ =���'���� �� ?�	���#C�
�����> �� ���� �� ��� ���
�'���� �� � ��
��������� '��7������ ��� ��� �������
���� #������7 '��9�� ��� ��
� ��� ������
����� �� ��� ���������� ������� ��
�������( "�����������73 ��� �
����� ������� �� � 8
����7 �� ����� ����� ��� ����
���� �� ���� ��� '������ ������#� ���� ����� ������( ����#��3 ��� '������� ��
������#� ���� ����� ������ �� ������� ��8
�� 9��� �� 47 �� ����� 
�'�7����� ��
���� 4� ����� �� ���� ������(

�
7���G
�� R �����#���� =,--M>3 �� ��� 4���� �� ��� ������ ����� 4�
����7
��7�� �8
������ =����#�� ���� 
�
�� 9�� ������� �(�( O (Re)N,3 O (We)Nε−1>3
��� 47 ���
���� �� ������ ����� '��7������ ��� ��� ���������� #������7 '��9��3
����#�� � �������8
����� ����� =��� ��� 6�� ���� '�� 
��� �����3 9�� ����	����
��� � ���� ����� ������ ���������� ���'����#��7>( �����473 ��� �
����� �������
��� �
�4�� �� �#��
���� �8
������ 47 ����#��� ��������� ��� ��� ���������� '��7�
������ ���P������ ���� ��� ��#������ �8
������ 47 �� ������ ����������� =���
�(�( ��������� R ��������� =,-LM>Q $��
��� R ������ ����� =,-M;>>( �����
��������� ��� ������ �
�� ���� �� ��7�'����� �:'������ �� ��� ����� 7����� ���
������'������ �������#� �8
�����( ��
�3 47 ������ ��� ����� '������� ��� ����
4����7 ��������� ���
�����7( "�'�������73 �� �� ����� ���� ��� ;��8
����� �����
����:�� ��
'���� 4������ ���� ����� ������3 9�� ����	���� ��� 6�� ���� '�� 
���
�����( B� ��� 4���� �� � ���'������ ���� �:'��������� ����3 ���� ����:����� ��
����� �� ��'��#� ��� ����� '���������� �� ���������� ��#� �7������( "�����3
�� �''���� �� ?�	���#C� �����3 ��� �������8
����� ����� '������� ��� �
��
4�� �� ��'�����7 ��#�� '�������� � �������7 ��#� ���
�����7 �����
�� �������7
�#������������ ����� ��'���
��( �����#��3 ����� '���������� �� �
����'��	��
����������� ��#�� ��� �:������� ��� ������ ���4����7 '���������� ��� ����( ����
�#��3 ��� ����� ��� � �����9���� ����4��	 �� �� ����� �� '������ ��#� ���
������
��� ����� ��7����� �
�4��� =��
��� 47 9���� ���� 4��� 
'>( �
7���G
�� R
�����#���� =.///> ����� �������� ���� ��9�����7 ���� � K��8
����� ������ ���
��� ����� ���
���� � ,K�������� '��7������ ��� ��� #������7 '��9��( �����473
������� �� 
���� ��� ����������� �''����� �� ��������� '��7������ ���P������
���7 �''���� � �������� ����������� ������8
� �� ��� ���������� ������
�

KK



.(. ��#� �7������

�8
����� 
���� ������ �
������� �� ��@����� ������( ��� �
����� �
4��8
����7
����#�� � ������ ����� �����8
����� ����� ���� ��� ��
���8
����� ����� ���
�
���� � '���4���� #������7 '��9��( <����� '���������� �� 4��� ������ ���
��'����� �� �
7���G
�� R �����#���� =.//.> ��� ���'��7 �:������� ���������
���� �:'��������� ����( ��� ��� �����8
����� �����3 �
7���G
�� R �����#����
=.//.> ���� ���� ���� ��� ������ ��#� �7������ ��� '�������� ���
�����7( ����
�#��3 �� ��7�'����� �:'������ �� ��� ����� =�� �''���� �� ��� ��
���8
�����
�����> ���� ��� 7���� ��� ������'������ �������#� �8
����� ��� ��
�3 �����
��
������ '���������� ��� ���
���� ��� ��� ��#��������� ����������3 ��� �
����� '���
�
�� ��� ����� ������ ��������7 '������ ��� ���4����7 ���������( ?������7 4��
���� �
7���G
�� R �����#���� =.///>3 A�
7�� R $���	������ =.///> '
4������
� ;��8
����� ������ ����� ����� ����#�� �� ��� 4���� �� � '���4���� #������7
'��9��( ��� ����� �� ����� �� '������ ��� ������ ���4����7 4�
�� ���
�����7
�#�� � ����� ��7����� �
�4�� ����� ��� ����� '���������� �� ��� ���
�����
��#� ��'���
�� ���'��7 #��7 ���� ��������� ���� �:'��������� ���� ��� �����
#��
�� �� ��� ��4�� �
�4��( ����#��3 ��� �
����� ����� ����� ���� ����� �����
���� ��� '������ ������#� ���� ����� ������(

?����� �� ��� =.//I> �������� ��� ��7�'����� ��9�����7 �� ��� �����8
�����
����� �� �
7���G
�� R �����#���� =.///> 47 �''�7��� � ���
���������� �����
��8
� �� ��� ������'������ ��
���8
����� �����3 �4������� � ������ ����� ����
�8
����� ����� 4���� �� � I�������� #������7 '��9��( ���� ����� �� �����
�� 7���� �:������� ��������� ���� �:'��������� ���� ��� �
������� ���
�����
�� ��� �
�� A�#����?��	�� �8
������ =47 ?������ �� ��� =,--K>> 4��� �� �����
�� ������ ���4����7 ��� ���������� ��#� �7������( "�����3 ��'�����7 ��#�� ���
'�������� ���
�����7 4��� �� ��#������� ��� ��'���
��( ���� ��'�������73
���� ��� '���� �� #��� �� ���� ������3 ��� ����� '������� 4��	6�� �� ��� ��'���
���7 ��#� ������ ���� #������7 '��9��� �������� #��7 ���� ���� ����� �4������
���� ������ �
������� ���
������ ��� ���'��7��� � ���������7 ��� '���4���� 4��
��#��
�( �
����� #��������� �� ��� ����� ��� �������7 '�������� 47 �������#
=.//M> �� ��� 4���� �� ������ �
������� ���
����� �� ��� �
�� ��#������ �8
������(
?�����7 ����������3 �
�
�
�� R $���	������ =.//I> ������
��� � ������ �����
�����8
����� ����� �� ��� 4���� �� � '���4���� #������7 '��9��3 ����� 7�����

KJ



. ������� 9�� �7������

�:������� ��������� ���� �:'��������� 9�� ����	���� ���� ������ �4������ 47
A���	� R ��7��� =.//K>( �
�����3 ��� �
����� ���9�� ���� ��� ����� '�������
������#� ���� ����� ������ �� ��� ��'�����7 ��#� ������(

?����� �� ��� =.//I> �� ����� '�'�� ���� ������
�� � ������ ����� ��
���8
�����
����� ��� ����������������� 9�� 6�� ���
���� � I�������� #������7 '��9�� =���
������'������ �8
������ ���� ����#�� '��#��
��7 47 �
7���G
�� R �����#����
=.///>>( ���7 ���� �''���� ��� ���
���������� ������8
� �� ��� ��
���8
�����
����� �� �4���� � �����8
����� ����� ��� ����������������� 9�� 6��( ������
���� 4������ ��� '���������� �� ���� ����� ��� ��� �:'��������� 9�� ����	����
���� �4������ 47 <�
 �� ��� =,--J> ��� ;������������ 9��� �� �:�������( ����
�������73 ���#��7�� �� ��� =.//L> =��� ���� �
7���G
�� R �����#���� =.//J>Q
?����� �� ��� =.//J>> �''���� ?�	���#C� �������� �''����� �� ��� �����7 �8
��
����3 �4������� � ����� ��'�4�� �� '��������� ��#� �7������ ��� �����������
���'����
��( �����473 �� �� ��� ���� ��� ��� ��#� �7������ ������3 ��� ��
����

�����7��� ���
�'���� �������� ��� ��������� ���'����
�� '��9�� �� ��� 9��(

���� ��� ��������� ���4�������� �� �� ����� ���� ��� ���� '�������� �''�����
�� ��������� ������� ��8
�� 9�� �7������ �� ���� �� �
���'����8
����� ������(
"� ��� ���� 4��� ����4������ ���� ��� ���
�'���� �� � '�7������7 ��������
�
��������� #������7 '��9�� �� ��
���� �� ����� ������( ���� ���	 �� �:������7
��P�
�� �� ��� ��'������ ��'�����7 ��#� ������ ����� ��� #������7 9��� �� ����
���'��: ��� �� �� ��� �''����� �� 4�
�� �� ����( ��� ���� ������3 ��������
��#����������� �� �����'��� '�������� ��	��� '���� �� ��� ��'�����7 ��#� ������
=�� ���� �� ����� �������> ��� ����� ����������� ��
�������� ��� ������ �� �
�����
���#� ��� ��#���'���� �� ������ ��'�4�� �� '��������� ��� ���� ����#��� ��'����
�� ������� ��8
�� 9���(

�� � ���
�� �� ��� ��#����������� '�������� �� ���� ������3 �� ��� ����4������
���� 6�� ��'������� ��	�� '���� �� ��� ��'�����7 ��#� ������ �� ������� ��8
��
9��� =��� !����� �� ��� =.//M3 .//->>3 ��
���� � ��#����� �� ��� 6��( ����
�������
# $�! ����
����� ���������� �� ��� 4�
����� ����3 ����� �������7 �����
�� ��� �����
���� ���� ��� #������7 '��9�� ���
��� �� �
���'����8
����� ������
����� �� 4� �� ����� �� ����� ����� �� '������ ��� '��������� ��� �����47
����
�� ��� ��� ��6
���� �� ��#� �7������ ��� ������ ��������( "� �� ��������

KI



.(; <�8
�� '���� �����'���

����� ���� ��� �������� ��#���������� �� 6�� ��'������� �� ������� ��8
�� 9��� ��
�� ���������4�� �������� �� ��� ��������� �� ����� �7������(

��� �
�

� ����� ���	�����

��#��� ����4������ ��� ����� �� 	�������� ���� ���'��� �� ������� 9�� ��#�
�7������ ��� ����� ���������3 ��������� �� ���� ������� �� �������� ������ ���
����
� ��� ������ �����'��� �� ��� ��8
�� '����( �����473 ��� �@��� �:�����
�� ����� �����'��� '�������� 47 ����������� ��#�� �� �� '�����
��� ��������(

����� �����
�� 
���	���


��� ��� ���'���� ���� �� ������� ��8
�� 9�� 6��3 ��� '�����7 6��3 ���7 ������
'��� �� ���������� ������
� ��	�� '���� �� ��� ��8
�� '����( ������
�
�� ���#����� 7�� ���������� �� ���������� ���������( ?��������� ������
�
'���
��� 47 ���#��������� ������ 4���� �����'����� ���7 47 ��������� ��@
����
���� ��� ��������� �� ��� ����( ��� ���
����� ���������� #������7 �� ���� ��#��
47 �8
����� .(,, ����� ��� 4� ���������� �� 7����%

uNu (y) =
gx δ2

Nu

2 νl

[
2

y

δNu
− y2

δ2
Nu

]
, δNu =

[
3 q νl

gx

] 1
3

. =.(J;>

���
�� .(,,=�> ���
������� ��� ���
����� ��8
�� '���� ���������� #������7 9���
��� �� ��4�����7 ������ �� #������� 9�� 6�� =��N,/(L3 )�NJ/->( �� ������
'��#��
��73 ��� ��#���'�� ����� �� ��� ������ 9�� �#��#�� �#�� �� ����7 ���
���� ����� ��� 9�� ����	����3 �������� ���� ��� #��
� ��'���� 47 ��� ��8
��
9�� �����3 ��7�'��������7 ������� ��� 9��� #��
� δNu =��� �(�( *���� R �����	��
=,-L,> ��� ���	�� R A�������� =,-I.>>( B#�� ���� ������ ��� ���������� #��
�����7 '��9�� ��#���'� ���� � '���4���� ���'� =
�
���7 ��'���� 47 � �������
���
����� �������> �� ��� �����'���4���� ���� ����� �� 9�
�� .(,,=�>(

�:'��������� ��#����������� �� ��� ��8
�� '���� #������7 9��� ��#� �����7
���
��� �� ��� ���������� #������7 ���'�����( �� �#��#��� �� ���� ������4
�
����� �� ��� �������
��3 ����
���� ��� ��#��������� 6�� ����������3 �� '�������� ��

KL



. ������� 9�� �7������

0.6

68

50

y (mm)

x 
(m

m
)

u (m/s)
0.14
0.12
0.10
0.08
0.06
0.04
0.02
0.00

53

56

59

62

65

0.50.40.30.20.10

��! #
		�� ��
5 6�4� �7/
8�42 )

0.33
0.28
0.23
0.18
0.13
0.08
0.03

-0.02

close-up

50

68

x 
(m

m
)

53

56

59

62

65

0.6
y (mm)

0.50.40.30.20.10
u (m/s)

��! 3�%� ��
5 6�4� �7/
8�42 )/ �4�9 ��

125

105

x 
(m

m
)

0.47
0.40
0.33
0.26
0.19
0.12
0.05

-0.02

y (mm)

u (m/s)

109

117

113

121

1.21.00.80.60.40.20

��! 3�%� ��
5 6�4+ /
8�4�+./ �4+ ��

���
�� .(,,% <�8
�� '���� #������7 9��� ��� #������� ������ ��� ��#7 9��� ���
�
������� ���� �����
�� ��� ��������� '��9��� �� ��� ����������
#������7 ���'�����(

��4�� .(;( ���	�� R A�������� =,-I.>3 
���� � ���������'�� +������� ����	���
����������7 =+��> ������8
�3 ����
��� ��
��
!��� �������# �
�,��� =�������
��������� '��9��� �� ��� ���������� #������7 ���'�����> �� ������ #��������7
������� ��8
�� 9��� ='���
��� �� ����� ��7����� �
�4�� #��
�� �� ��≈/(,>3 ���
���9���� �8
����� .(J; ��� ����� ����������( *��	 R *���	 =,-L,>3 
���� ��
��'��#�� +�� ������8
�3 '�������� ����
������� �� ��� ������ ����� ������
�� #��������7 ������� ����� 9��� �� ������#��7 ����� ��7����� �
�4�� #��
�� ���
�����4������ ��� �����
���� �� ���	�� R A�������� =,-I.>( <����3 �
�����
R ��
'� =,--;�> ���������� ��� �7��������� ���� 47 '��������� <���� !�''���
����������7 =<!�> ����
������� �� ������� 9���3 ��#���'��� �� ��� �
����� ��
� #������� �
4�3 �� ����� ��7����� �
�4�� #��
�� =��≈,///> ��� ���9���� ���

KM



.(; <�8
�� '���� �����'���

�
���� Re Ka ��#� ����'����
�������� R ������ =,-K,> I�;LJ ,.I�;MLL ���
���

 �����7 =,-KJ> ;�M- ;/,. ���
���
$��
�� =,-JI> /(K�K/ II�;MLL ���
���
���	� =,-I.> ./(J�,-J KL�KJ,. ���
���

���	�� R A�������� =,-I.> /(/L�,(/I .�L ������ 9��T���
���
+������	� =,-IK�> ,�,/// .-�;-,- ���
���

�� R �
���� =,-L/> ;,�L// ,;I�KJM ���
���
*��	 R *���	 =,-L,> LJ�.J/ ;-,- ������ 9��
A�	��7�	�# �� ��� =,-LL> J�,K(J ,-J �:�����

?����� R ���C����
	 =,-LM> .L/�,IK/ ;-,- ���
���
�
����� R ��
'� =,--;�> ,K;J�K--L .;(K3 KL(K ������ 9��
�
����� R ��
'� =,--;�> ./-�K,K .;(K3 KL(K ���
���
������� R ���� =.///> .L�.// ,/KK(M ���
���
����� �� ��� =.//.> ,,�../ ./(L ���
���
<���	�� �� ��� =.//K> ,J3 ;/ ,,L(. �:�����
���	����	� �� ��� =.//L> � � �:����� ��#
����

��4�� .(;% <��� �� �:'��������� ��#����������� �� ��� #������7 9��� �� ������� ��8�

�� 9���( ����� ��8
�� '��'������ ���� ��� �'���9��3 �������
�� #���

�� ���� 
��� �������3 ���
���� � ���	��� ���'����
�� �� 25◦* ��
��� �'���9�� ���������(

#������7 �� �8
����� .(,;3 ����� '������� �� �7��������� ������ 9���( �� �'�
'���� �� ���	�� R A�������� =,-I.> ��� *��	 R *���	 =,-L,>3 ���7 ���
���
��� �:������� �� � �
P������7 ���� ������ 9�� 47 ��'��7��� ���	��� ��8
���
���� ����� 	�������� #�������73 ������� �� ����� ��#�������� ��� ����� ������
����� ��� ��� '�����7 �����4����7 =��� ���������� ����� ��7����� �
�4�� #��
��
���� ������4
�� �� ���� �@���>( �� ��� 4� ���
��� ���� 9�
�� .(I3 ��� ������
��� ������������� ��#� �
�4�� α∗ ��� .������������ ��#�� ���� ��� ��'���
�������7 �� ��� )�'���� �
�4��( �� ��� ������ �� ������������������� ����
δNu3 ��� ����������� ��#������� ��������� ����������7 ���� 	�������� #�������7(

�����
�� ��� ������ 9�� #������7 ������4
���� =�� ��#�� 47 �8
������ .(,,
��� .(,;> �� �� ����#����3 �������� ��� #��������� �� #������7 ����
������ �����
��8
�� ��� ������� �� 6
�� �7������� 8
�������� �� ������� ��8
�� 9���3 ����

K-



. ������� 9�� �7������

������4�� �@���� ��#� 4��� 
������	�� �� ��
������ ��� #������7 9��� �� ���
���� ���8
����7 ����
������ ��#7 9�� 6��( ����� ��� ��� ���� ������� ���
����( �����3 ��� ���� �� �#��
��� ���
�'����� =���� ���'��� �� ��� ��8
�� '����
���������� #������7 '��9��>3 
�����7��� �
���'����8
����� ������ ������
���
�� �
4������� .(.(; ��� �������73 ��� ������ �� ������7 ��� �@��� �� �
����� ��#��
�� ��8
�� '���� ������ �����'��� =��� �
4������� .(;(.>( ���
��� .(,,=4> ���
.(,,=�> ���
������ �����
�� �� ��� ���������� #������7 ���'����� ��� ��� �:���
'��� �� ��#7 ��8
�� 9�� 6�� =9�
�� .(,,=4> ������'���� �� ��� ���� �� ������
9�� 6�� ��'����� �� 9�
�� .(,,=�>> ����� ���� �������� ���������� #������7
'��9��� �� ��@����� '�������� �� ��� ��#�( ��� 
�����7��� ���� ���
�� ���� ���
�
����C� ��� �
�� �
������� ���
������� ����� ���� 4� ������4�� �� ���� ������
�� ���'���� ; ��� J =���� ��� 9�
�� .(,,=�> ���� ��	�� ���� !����� �� ��� =.//I>>
��� ����� ���#� �� � 4���� ��� ��� ����
����� �� ��� ��8
�� '���� #������7 9���
�� ������� 9��� �� ���� �
4�������( �� 9��� �����3 ��� #������7 '��9��� �� 9�
���
.(,,=4> ��� .(,,=�> ���� �� �4�7 � �����'���4���� �
������ �� ���� ������� ��
��� ��#�( "� �������3 � ��
�"��
������ �
�,�� ��� 4� '����������� �� �������%

u (y) = u|y=δ

[
2
y

δ
− y2

δ2

]
, =.(JK>

����� ������'���� �� ��� ����"��
���
 �
�,�� ��9��� 47 �8
����� .(J. ��� 7�����
� �������� #��
� ��� ��� ����� �� ����������� ��� ���� ����� ��������� #������7%

u|y=δ

ū
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Δt−1
[
(ρ̄ u)i

P − (ρ̄ u)i−1
P

]
+

Δx−1[ (ρ̄ u)e︸ ︷︷ ︸
Rhie−Chow
interpolation

ue︸︷︷︸
1st order
upwind

−(ρ̄ u)w uw]i + Δy−1[(ρ̄ v)n un − (ρ̄ v)s us]
i =

− ∂p/∂x|iP︸ ︷︷ ︸
PRESTO

+Δx−1[μ̄e ∂u/∂x|e︸ ︷︷ ︸
1st order central
difference

−μ̄w ∂u/∂x|w]i+

Δy−1[μ̄n ∂u/∂y|n − μ̄s ∂u/∂y|s]i +
[
(ρ̄ gx)P + F ′′′

σx

∣∣
P

]i
,
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ue = (αP uP + αE uE) + [(αE/ aP|E) ∂p/∂x|E︸ ︷︷ ︸
1st order central
difference

+
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[ ue − uw︸ ︷︷ ︸
Rhie−Chow
interpolation

]iΔy + [un − us]
iΔx = 0,

Δt−1[ϕi
P − ϕi−1

P ] + Δx−1[ (u ϕ)e︸ ︷︷ ︸
Youngs′
method

−(u ϕ)w]i + Δy−1[ (v ϕ)n︸ ︷︷ ︸
Youngs′
method

−(v ϕ)s]
i = 0.
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Δt−1[(ρ̄ c̄ T )i
P − (ρ̄ c̄ T )i−1

P ]+

Δx−1[ (ρ̄ u)e︸ ︷︷ ︸
Rhie−Chow
interpolation

c̄e Te︸︷︷︸
1st order
upwind

−(ρ̄ u)wc̄wTw]i + Δy−1[(ρ̄ v)nc̄nTn − (ρ̄ v)sc̄sTs]
i =

Δx−1[k̄e ∂T/∂x|e︸ ︷︷ ︸
1st order central
difference

−k̄w ∂T/∂x|w]i + Δy−1[k̄n ∂T/∂y|n − k̄s ∂T/∂y|s]i.
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1st pressure corrector

Predictor step

Face flux velocities: Rhie-Chow interpolation

1st velocity corrector
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Face flux velocities: Rhie-Chow interpolation

2nd pressure corrector

2nd velocity corrector
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x ≤ 0

{
u (x,y,t = 0) = [uF (y) − uC (y)] x/L0 + uF (y)

v (x,y,t = 0) = 0, p (x,y,t = 0) = p∞, T (x,y,t = 0) = T0

x > 0

⎧⎪⎨
⎪⎩

δ (x,t = 0) = δNu, u (x,y,t = 0) =

{
uF (y) y ≤ δNu

0 y > δNu

v (x,y,t = 0) = 0, p (x,y,t = 0) = p∞, T (x,y,t = 0) = T0
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xP ≤ 0

{
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P = T0
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uF|yP

− uC|yP

]
xP/L0 + uF|yP
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P = 0

xP > 0
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P = p∞, T 0

P = T0, yP ≥ δNu +
Δyf

2

{
ϕ0

P = 0

u0
P, v0

P = 0

yP ≤ δNu − Δyf
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Liquid inlet

xP = −L0 + Δx/2

Δyf/2 ≤ yP ≤ δ0 − Δyf/2

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ui
w = uC|yP

[
1 + ε0 sin(2π f ti)

]
vi
w = 0, pi

w = pi
P

T i
w = T0, ϕi

w = 1

=;(;L>

A��� ����3 �� ��� ���� ���� #������7 �� ��#��3 ��� �����*��� �����'������� ����
��� ��#� �� 4� ��'��7�� ����� ��� ��� �������������� �� ��� ������
��7 �8
��
���� ��� �����8
����73 �� ����������� �4�
� ��� ���� ���� '����
�� ����#���#�
�� ������ �� ���#� ��� '����
�� ���������� �8
�����( ����#��3 ��� ���� ����
'����
�� �� ������ ��� ��� ���
���� �� ��� '�������� �8
����� ��� �� �4������ 47
�8
����� �� �� ��� '����
�� �� ��� ��5����� ���� ������( ��� ���������� #������7
����#���#�� �� ��� ���� ����3 ����� �''��� �� ��� #����
� ����� �� ��� �����������
������
� �8
������ ��� �#��
���� ����
�� 9���� ��@������ �''��:������� 
��
��� ���� ��� ������ #��
�� �� ��� ������'������ #����4��( ��� ���� '�����
��
�� �''���� ��� ��� ���������� ���'����
�� ����#���#�( ��� ��8
�� #��
�� 6
:
����
�� ��� ���� ���� �� ���'
��� ���� ��� '������4�� ���� #��
�� �� #������7
��� #��
�� �������� uw φw3 ����� ����� ���� φw ���� ��� ���� �� 4� �'���9��
�� ���� 4�
�������( ��� �4�#� �������������� ���� ���� �''���� ��� ��� ���'����
4�� 4�
������� �� ��� ���'
�������� ������3 ��� ����� ���7 ���� ��� 4� �
�����
���������( ��� 4�
����7 ���������� �� ��� 
''�� ��� ����� ������� ����� ��
���� �� ����� �� ��� ����3 4�
����� ��� ����'���� ������3 ��� ���������������
��� ��#�� 47%

Channel upper wall

−L0 + Δx/2 ≤ xP ≤ 0

yP = δ0 − Δyf/2

⎫⎪⎬
⎪⎭ ui

n = vi
n = 0, ∂T/∂y|in = 0 =;(;M>

Channel lower wall

−L0 + Δx/2 ≤ xP ≤ 0

yP = Δyf/2

⎫⎪⎬
⎪⎭ ui

s = vi
s = 0, T i

s = Tw =;(;->

,;-
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Wall

Δx/2 ≤ xP ≤ L − Δx/2

yP = Δyf/2

⎫⎪⎬
⎪⎭ ui

s = vi
s = 0, T i

s = Tw. =;(K/>

$�
����7 ���������� �� ��� ���'����#� �������� �� ��� ��� ����� ��#��#� �� ���
�
�'���� ��������� ��� ��� 6�� �
����� ��� ���'
�������� ������( ��� 6��
�� ���� ������ �� ���
��� �� 4� ����#����
� ��� ��
� �����9�� ��� +�
������

��������( $7 '������4��� � ����9��� ������ '����
�� p∞ =
���� ��� ���
�'����
�� � 8
������� �����'����> ��� ������ ���� �������
��� � �������� 4������ #��
�����7 ������
�� ��� ������ '����
�� �� ��� 4�
����7( "� ��������3 ��� 6�� ��
'������4�� �� 4� ������ �� ��� ���������� 4�
����7( ���� 7����� ��� ���������
4�
����7 ����������%

Normal gas inlet

yP ≥ δ0 + Δyf/2

yP ≤ H − Δyc/2

xP = Δx/2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui
w =

(
2p∞/ρg − 2pi

w/ρg

) 1
2

vi
w = 0, pi

w = pi
P

T i
w = T0, ϕi

w = 0

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ ui

w ≥ 0

ui
w = vi

P, vi
w = 0

pi
w = p∞, T i

w = T0

ϕi
w = 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ ui

w < 0

=;(K,>

Parallel gas inlet

Δx/2 ≤ xP ≤ L − Δx/2

yP = H − Δyc/2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui
n = 0, vi

n =
(
2p∞/ρg − 2pi

n/ρg

) 1
2

pi
n = pi

P, T i
n = T0, ϕi

n = 0

⎫⎬
⎭ vi

n ≥ 0

ui
n = 0, vi

n = vi
P, pi

n = p∞
T i

n = T0, ϕi
n = 0

}
vi
n < 0

=;(K.>
"� ��� �4�#� ��9�������3 � ����������� ��� ���� ��'������ �� ��� ��������� ��
��� ��� 6�� ����
�� ��� ���'����#� ����� 4�
�������( ��� ��� ���� �� ��6��3 ���
���� '����
�� �� �:���'������ ���� ������ ��� ������3 ������� �� �� ��� '����
��
#��
� �� ��� ��5����� ���� ������ ����� ��� ��� ���� �� �
�6�� ��� ������ #������7
���'����� �� �:���'������ �� ���� ������ ��� ��� ���� '����
�� ��� �� ��� ����
9��� '����
�� p∞(

,K/
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Fluid outlet

xP = L − Δx/2

Δyf/2 ≤ yP ≤ H − Δyc/2

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ui
e = ui

P, vi
e = vi

P, pi
e = p∞

T i
e = T i

P, ϕi
e = ϕi

P

}
ui

e ≥ 0

ui
e = ui

P, vi
e = vi

P, T i
e = T i

P

pi
e = p∞ −

(
ui 2

P + vi 2
P

)
ρ̄i
e/2

ϕi
e =

{
1 ϕi

P > 0

0 ϕi
P ≤ 0

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

ui
e < 0

=;(K;>
����3 �� ��� ��� ��� ����� 4�
�������3 � ����������� �� ���� ��'������ �� ���
��������� �� ��� 6�� ����
�� ��� 4�
����7( ?'���9����73 ��� #��
�� ��������
�� ���� �� 4��	6�� �� '������4�� ��'������ �� ��� ������'������ #��
� �� ���
��5����� ���� ������( ���� �'���� �� ��� ����
��� �� ��� �������� ����
������ ��
��� �<&�A� ���� ��� ��� ����� �� ��� ���� �� � �� ������ ���
 ��,��� ����"

����( "� ��� ��
�� ����3 �����
�� ��� ��'����������� �� �����7 ���������������3
��� '������'���9� '������'���� �� ��� 4��	6�� #��
�� �������� ��� ���������(
"�����3 �� ���� 4� ����� �� ����� ���'����3 ��� '�������� ���
������� ���'��7
� �
4�������� ������ �� 4��	6�� �� ��� ��'�����7 ��#� ������ =����� �� �:����7
��� '��������� 
���� ������������� �� ���� ������>3 ����� �� ���� ����� �:�
����� �#�� ��� ������ 9�� ����	����( "� �
�� ����� ��� ����� #��
�� 6
: �#��
��� �
���� 4�
����7 4������ ������#� =���� � ��'�����7 ��#� ������� ��� 6
��
�
����> ���3 �� ��� �4����� �� � '������'���9� ����
����� �� 4��	6�� =�� '���
���
��� �� ����� �� ��� #��
�� ��������>3 � �������'���� 6�� ��
�� �������� ���
���'
�������� ������ �#�� ��� ������ ������ �� ��� �
���� 4�
����73 ��
����
�� 
�'�7����� '���� ������4
����(

 .	����
����� 
���������

"������ ���������� 4��� � ���� �����9���� ��6
���� �� ��� ;������������ ���
�
������3 �����3 ���� ��'�������73 ���7 ��9�� ��� #��
�� �� ��8
�� ��������� ��
��� ���'
�������� ������( !
� �� ��� '������� 4�
����7 ��������� �� �������
���� ��������� ��� ��� �7������� ���������� �� �'������ ��������� ���� #��
��
������� �������� �#�� ��� ��
��� �� ��� ���������7 �
������� ���
����( *�����

,K,
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8
����73 ��� ������� ��8
�� #��
�� Vl0 ��9��� ��� ��7����� �
�4�� #��
� �� ���
���������� ���
������ ����( ���� #��
� ��� 4� �4������ 47 ����������� ��� 9��
����	���� �� � ������ ��8
�� 9�� �� ��� ���� #��
�� �������7 ��������� �� ���
���'
�������� ������( ����3 
���� ��� �������� ��� ��� 9�� ����	���� �� ���
'�����7 6�� ��� ���� ��������� �� 9�
�� ;(L3 ��� ��7����� �
�4�� �� ��#�� 47%

Re =
δ3
Nu gx

3 ν2
l

, δNu =
Vl, 0

W L H
, Vl, 0 =

W∫
−W

L∫
−L

δ (x,z,t = 0) dxdz. =;(KK>

��� ��� ������� 9�� ����	���� ������4
���� δ0 (x,z)3 � 4��������� =�� :� ���
�����������> �'����� #�������� ��� ��'����3 ���� 4��� ��� ���������� ��� �'���
���� ��#�������� �8
����� ��� ������'������ ������ ����������3 �(�( Λx = L

��� Λz = W %

δ0 (x,z) = δNu (1 + εx
0 cos (2π x/Λx) + εz

0 cos (2π z/Λz)) . =;(KJ>

��� ������#� ��'���
��� �� ��� ���������� ��� �'������ ����
�4����� ��� ����
������� ���� εx

0 ��� εz
0 ���'����#��7( ��� ��� '�������� ;������������ ���
�

������ 4��� ��'���
��� ���� ��� �8
��3 �(�( εx
0Nεz

0Nε0( $���� �� ���� '����
������4
����3 ��� ��������� ������� ���������� �� ����� �� � ������

� '�7�����
������'���� ���%

u (x,y,z,t = 0) =

⎧⎨
⎩

0 y > δ0 (x,z)

δ0 2 gx

νl

(
y

δ0
− 1

2

y2

δ0 2

)
y ≤ δ0 (x,z)

v (x,y,z,t = 0) = w (x,y,z,t = 0) = 0, p (x,y,z,t = 0) = p∞.

=;(KI>

����3 � ������7 �����'���4���� ���������� #������7 '��9�� ��� '������4�� ��
��� ��8
�� '����3 
���� ��� �������� ��� ��#���'�� 9�� 6�� ��� ��� ����� 9��
����	���� δ0 (x,z)( ��
�3 ��� ����������� ������� ���������� ��� ��#�� 47%

yP ≥ δ0
∣∣
xP, zP

+
Δyf

2

{
u0

P = v0
P = w0

P = 0

p0
P = p∞, ϕ0

P = 0
=;(KL>

,K.
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Fluid inlet (linked to fluid outlet)

- Momentum: periodic

- Pressure: periodic

- Volume fraction: periodic

Right boundary (symmetry plane)

- M
omentum: vanishing gradient

- Pressure: vanishing gradient

- Volume fraction: vanishing gradient

Left boundary (symmetry plane)

- M
omentum: vanishing gradient

- Pressure: vanishing gradient

- Volume fraction: vanishing gradient

Fluid outlet (linked to Fluid inlet)

- Momentum: periodic

- Pressure: periodic

- Volume fraction: periodic

Gas inlet
- Momentum: prescribed total pressure
- Pressure: vanishing gradient
- Volume fraction: pure gas

���
�� ;(,.% $�
����7 ���������� ��� ��� �
������� ���
���� �� ��� ������
�
� ='��������>3 '����
�� ����������3 �����7 ��� #��
�� ��������
�8
������ �� ��� �����:� �� ��� ;������������ ���
������ �� ���
���'
�������� ������ '���
��� �� 9�
�� ;(L(

yP ≤ δ0
∣∣
xP, zP

− Δyf

2

⎧⎪⎨
⎪⎩

u0
P =

gx δ0 2|
xP, zP

νl

⎡
⎣ yP

δ0|
xP, zP

− 1
2

y2
P

δ0 2|
xP, zP

⎤
⎦

v0
P = w0

P = 0, p0
P = p∞, ϕ0

P = 1

=;(KM>

yP > δ0
∣∣
xP, zP

− Δyf

2

yP < δ0
∣∣
xP, zP

+
Δyf

2

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

u0
P =

gx δ0 2|
xP, zP

νl

⎡
⎣ yP

δ0|
xP, zP

− 1
2

y2
P

δ0 2|
xP, zP

⎤
⎦

v0
P = w0

P = 0, p0
P = p∞

ϕ0
P = 0.5 −

(
yP − δ0

∣∣
xP, zP

)
/Δyf

=;(K->

$�
����7 ���������� ��� ��� ;������������ ���
������ ��� �
�������� �� 9��

�� ;(,. ��� �'���9�� 4����( �� ��� 6
�� ����� ��� �
���� 4�
�������3 ����� ���

,K;
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Symmetry planes

Δx/2 ≤ xP ≤ L − Δx/2

Δyf/2 ≤ yP ≤ H − Δyc/2
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Wall

Δx/2 ≤ xP ≤ L − Δx/2

yP = Δyf/2

(−W + Δz)/2 ≤ zP ≤ (W − Δz)/2

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

ui
s = vi

s = wi
s = 0

pi
s = pi

P

=;(J.>

��� 4�
����7 ���������� �� ��� ��� ����� 47%

Gas inlet

Δx/2 ≤ xP ≤ L − Δx/2
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�����3 �� ���
4� �4���#�� ���� ��� �������� ��#������ �� ��� ����
������ ���� ��� � ��#��
����
������ '������� �� �������4�� �� �������� �� ��� ����
��� #������7 �����
�� �
� �� ��� �:������7 ���� �'����� �����
���� �� ��� ���
'( ��� ��@����� ����
�
������ '�������� ���� ��� 
���� � �������:�� ����������� ���#������ �7����3
�� ����� �� 9�
�� K(,3 �� ����������� ���'� �� 20 μm ���� � '���������� �����
�� ���7 ±0.1 μm

���
��� K(.- ��� K(;/ ��'��� �:��'���7 <!� ���� �4������ �� ��� �'�����
���� ���
' �� ��@����� ��������� ����
���� '�������� ��� ��� �� ��� 6�� �������
�� ��4�� K(. =ReN,J(/3 KaNJ/-(J3 fN,I(/ ��>( ��� 9��� ����� ����
������
'�������� ��� ������ ��� �����
�� ��7�� �� ��� ��8
�� 9�� =��� �
49�
��� K(.-=�>
�� K(.-=�>>3 ����� �
49�
��� K(;/=�> ��� K(;/=4> ��'��� #������7 ���� ������
�
����� �� ��� �����
�� ��7��( ��� ������ ��� ������������� 47 ������������ 4
����
�� ���� '�����3 ����� ����� ��#�� '��� ����
�� ��� <!� ����
������ #��
��3
��'������ 47 ��������� �����
� ����3 ���� ��� ����
������ #��
�� ���� �� ���
�����
� '����( "� �������3 ��� �:'��������� ���� ���'��7 � ����� �������3 �����
���
��� ���� ��� �:������7 ���� �'����� �����
���� =�(�( Δx = Δy = 24 μm> ��
��� <!� ������8
� �� �� ��� ��'�������� �� ���� ������ ��� ��� ����� �� 4�
��'���
��4��3 �� �#������� 47 ����� '���������7( �
�����3 <!� ����
�������
��� ����� �� ���'�����7 �����#� ��� �������������� ����
��� �� #������7 ���� ������
�� ��� ��@����� ��������� '�������� �� ��� ��8
�� 9��( � �������� ����
����� ��
��� ����
������ ���� �� 9�
�� K(.- ���� � '�7����� '���� �� #��� ���� 4�
'�������� �� �
4������� J(,(.(

"� ��� �������� ���� ���
' =��� 9�
�� K(,;>3 ��� <!� 4��� ������������ �����
�� ��� ��8
�� �� ΘLDV = 19.02◦( ��� ��������� �� ��� ����
������ ����'����
�� :� ��� ����������� �� 24 μm3 ����� ��� ��������� �� 7���������� �� 144 μm

=��� ��4�� K(L>( ��� ������� 9�� ����	���� ����
������ ��� ��� ���7 ���� ��
�������� ��8
�� 9�� 6��3 ��� ����� <!� ����
������� ���� '��������3 �� �'�
'��:������7 300 μm =��� 9�
�� K(;,>3 ������� �� � ������� 9�� ����	���� ��
����'���� ������ ����� �� 2( ��� ���� ������ '�������� �� �� ��� �'����� ���� ���
'
���� ��'��7��3 �:��4����� ��� ���� ��'����7 �� ������ ��� 6��( "�����3 �#��
�
������ 4���� �� ��� $$B��8
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