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Introduction Générale

L
a nature regorge de milieux granulaires. Le sable des déserts constitue plus de 10% de la surface
émergée de la Terre, alors que les sédiments des fonds marins représentent une source de matériau

inépuisable pour notre planète [34]. Étant donnée cette omniprésence, leur connaissance et leur maîtrise
est un atout scienti�que non négligeable dans le développement de technologies nouvelles. L'étude des
milieux granulaires se positionne aussi naturellement dans une problématique plus générale qui est celle
du développement durable.

Cette thèse s'intéresse aux aspects de la pénétration d'objets dans un milieu granulaire sec. La pé-
nétration en milieu granulaire concerne de nombreux domaines scienti�ques et techniques à di�érentes
échelles. Les problématiques associées sont diverses et variées.

Dans le domaine du génie civil, la connaissance des milieux granulaires est fondamentale. Leur maî-
trise est essentielle pour la sécurité des biens et des personnes. La caractérisation des sols par des essais
de pénétrométrie (enfoncement dans le sol d'une pointe métallique : la résistance de la pointe est alors
directement liée à la contrainte de rupture du sol) représente un enjeu fondamental en mécanique des sols.
La connaissance d'un terrain permet d'éviter des catastrophes telles l'enfoncement d'ouvrages (Fig. I.1a)
ou les chutes de blocs [16]. On peut également citer tous les problèmes d'enfouissement de canalisations
ou de déchets.

Dans le domaine maritime, le problème d'ancrage de bateau dans les fond marins est un problème
conséquent. La masse de l'ancre n'est pas le seul élément clé. En e�et, une masse élevée permet une
accroche meilleure dans les sols durs mais la manipulation en est réduite. Il vaut mieux alors privilégier
l'enfouissement dans les fond marins. Il existe de nombreuses formes di�érentes d'ancres adaptées à la
fonction du bateau.

Depuis plusieurs siècles déjà, la pénétration en milieu granulaire intéressait les scienti�ques. Au 18ème
siècle, Voltaire et la scienti�que Emilie du Chatelet ont réalisé des impacts de billes métalliques dans de la
boue pour véri�er la loi de Newton [35]. La science de la balistique a aussi souvent été encouragée par les
militaires. La naissance de la science balistique est attribuée à Benjamin Robins qui testait l'e�cacité des
poudres à canons [73]. Il est l'inventeur du pendule balistique qui est un dispositif permettant de déter-
miner la vitesse d'un projectile. Ce projectile est envoyé dans un bloc de masse beaucoup plus grande que
celle du projectile. Le bloc est suspendu par deux tiges de même longueur et de masse négligeable. Après
le choc le bloc se met à osciller, et on peut lier l'amplitude de ces oscillations à la vitesse du projectile.

Depuis des milliards d'années, des milliers de météorites se sont écrasées sur la Terre, Mars et la Lune,
en éjectant de la roche à des vitesses prodigieuses et en formant des cratères de plusieurs centaines de
mètres de diamètre : les conséquences biologiques et géophysiques ont parfois été importantes (on leur
attribue la disparition d'espèces ou encore la formation de lunes). Ces collisions sont ainsi capables de
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2 INTRODUCTION GÉNÉRALE

(a) (b) (c)

Figure I.1 � (a) Tour de pise (b) Le Meteor Crater (appelé aussi Cratère Barringer) est situé dans
l'état de l'Arizona des États-Unis d'Amérique. Son diamètre est de 1200 m et sa profondeur est de 180 m
(Source : USGS). (c) Tycho est un cratère lunaire d'impact localisé dans les montagnes lunaires du sud.
Son diamètre est de 86 km et sa profondeur est de 4800 m (Source : NASA).

faire plus de ravages qu'une bombe atomique. Les cratères d'impact sont des structures d'une importance
considérable (Fig. I.1b). Ce sont des dépressions généralement circulaires qui résultent de l'impact d'un
corps d'origine météoritique avec la surface d'un corps de grande taille. Ils constituent les reliefs les plus
abondants à la surface des planètes ou des satellites comme la Lune (Fig. I.1c). Ces cratères font encore
l'objet de nombreuses études dans le domaine géophysique [60].

Dans ce manuscrit, on appellera milieu granulaire un milieu formé d'un ensemble de particules macro-
scopiques de taille supérieure à 100 µm. Les milieux granulaires peuvent exister sous trois formes : solide,
liquide et gaz [46]. L'état solide est un état statique du milieu granulaire comme par exemple un tas de
sable qui repose sur le sol (Fig. I.2a). L'état liquide est un état du milieu granulaire en mouvement où
les grains interagissent à la fois par collision et contacts frictionnels de longue durée comme par exemple
le cas de l'écoulement de grains de sable dans un sablier (Fig. I.2b). En�n, l'état gazeux est un état plus
dilué où les particules constituant le milieu se meuvent dans tous les sens et qui interagissent entre elles
par collisions successives : c'est l'exemple des milieux granulaires vibrés (Fig. I.2c). Il existe un quatrième
état pour les milieux granulaires : l'état vitreux [53, 42]. Dans cet état, le milieu granulaire possède une
dynamique très lente devant la durée typique d'une expérience.
On verra dans la suite du manuscrit que c'est l'état liquide du milieu granulaire qui va nous intéresser et
sur lequel on va se concentrer. De plus, les milieux granulaires que nous décrirons ou que nous utiliserons
seront des milieux granulaires dit "secs", c'est-à-dire que les grains ne subissent aucune force résultant de
la présence d'un �uide interstitiel entre grains qui dans notre cas est l'air. Il est aussi important de noter
qu'il n'existe pas de force de cohésion dans notre milieu granulaire, telles que les forces électrostatiques
par exemple.

À travers ce manuscrit, nous allons mettre en place les éléments constituant la dynamique de pé-
nétration mais aussi regarder plus attentivement comment l'écoulement de grains évolue autour d'un
objet le pénétrant, de manière expérimentale mais aussi de manière numérique et théorique, tout cela
dans le but de donner de nouvelles clés pour la compréhension des forces mises en jeu, par exemple
dans le problème de l'impact. Ce manuscrit se décompose en cinq chapitres. Dans le premier chapitre,
nous faisons un bref état de l'art sur le sujet qui nous préoccupe ici. Dans le deuxième chapitre, nous
présentons les divers dispositifs expérimentaux et numériques employés pour réaliser notre étude. Dans
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(a) (c)(b)

Figure I.2 � Les trois états des matériaux granulaires. (a) Solide, une dune du désert de Namibie
(Source : USGS). (b) Liquide, écoulement de grains dans un sablier. (c) Gaz, milieu granulaire soumis à
des vibrations verticales.

le troisième, nous exposerons les résultats expérimentaux de pénétration à vitesse constante d'un objet
dans un milieu granulaire de manière expérimentale. Dans le quatrième chapitre, nous développons une
théorie s'inspirant de la mécanique des �uides qui modélise ce phénomène de pénétration. En�n, dans le
cinquième et dernier chapitre, nous aborderons le problème de l'impact en milieu granulaire, phénomène
instationnaire de pénétration à force constante.
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Chapitre 1

État de l'art

D
ans ce chapitre, nous allons dresser un bref état de l'art en résumant les di�érents résultats d'études
déjà obtenus sur la pénétration d'objets dans les milieux granulaires et qui nous seront utiles dans la

suite de ce manuscrit. Dans le phénomène de pénétration en milieu granulaire, on peut étudier l'évolution
dynamique de l'objet qui pénètre dans le milieu granulaire ainsi que les actions mécaniques qui sont exer-
cées sur celui-ci. On peut aussi étudier l'évolution dynamique du milieu granulaire et son comportement
face à la sollicitations mécanique générée par l'objet le pénétrant.

1.1 Impacts sur les milieux granulaires

Les impacts en milieu granulaire ont fait l'objet de nombreuses études diverses et variées. Ces études
concernent di�érents aspects de l'impact tels que la dynamique d'éjection des grains, la formation du
cratère, la profondeur de pénétration du projectile et le temps qu'il met pour s'enfoncer ou bien encore
la force exercée par le milieu granulaire pendant la pénétration. Dans cette partie, nous allons revenir sur
ces di�érents aspects en rappelant les résultats principaux de ces études.

1.1.1 Éjections de grains

Lors de l'impact d'un projectile dans un milieu granulaire, une partie de l'énergie cinétique du pro-
jectile est transmise aux grains constituant le milieu granulaire. Cette énergie transmise est à l'origine
du phénomène d'éjection des grains. Ces éjections peuvent être spectaculaires ; les grains au départ im-
mobiles sont éjectés à des vitesses prodigieuses après impact du projectile. De plus, les grains peuvent
être éjectés de di�érentes manières selon les conditions de l'impact. Au cours des années, plusieurs études
ont montré que les types d'éjections de grains que l'on observait variaient selon la compacité du milieu
granulaire.

Tout d'abord, en 1967, Cook et Mortensen se sont intéressés au volume du cratère d'impact et à
l'éjection des grains [25]. Ils ont rapporté la formation d'un spectaculaire jet granulaire vertical pour les
petites tailles de grains, alors que pour les grandes tailles de grains ils n'ont pas observé de jet mais la
formation d'une couronne.

Ce jet granulaire a été étudié plus précisément par plusieurs équipes ces dix dernières années. En 2001,
Thoroddsen et Shen ont montré qu'une sphère impactant un milieu granulaire crée une cavité cylindrique
dans son sillage, qui s'e�ondre ensuite radialement à cause de la pression de type "hydrostatique" dans
le milieu granulaire [82]. Les grains convergent alors vers le centre de la cavité. À cause de la faible
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6 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

Figure 1.1 � Séquence de photos d'un projectile sphérique de 25 mm de diamètre impactant à une
vitesse de 2.43 m.s−1 un lit granulaire constitué de billes de verre de 40 µm de diamètre et de compacité
0.41 (�gure extraite de [54]).

compressibilité du milieu granulaire, la vitesse des grains diverge lorsque la cavité se referme, ce qui crée
ce jet qui remonte verticalement. Ce jet granulaire est semblable à celui que l'on observe pour les impacts
dans les liquides avec le même type d'explication physique.

En 2004, Lohse et son équipe ont modélisé la formation de cette cavité [54]. Ils sont arrivés à mettre en
avant les di�érentes phases d'éjections de grains pendant l'impact (Fig. 1.1), de la création de la couronne
d'éjection (photo à t = 33 ms) à la création du jet granulaire (photo à t = 233 ms).

En 2007, Caballero et al. ont montré que l'air ambiant joue un role indirect en modi�ant la trajectoire
du projectile dans le milieu granulaire [18]. La même année, Royer et al. ont caractérisé quantitativement
l'in�uence de la pression atmosphérique sur le jet granulaire [74] et mis en évidence que plus la pression
atmosphérique est faible, moins le jet granulaire est important.

En 2008, Marston et al. ont en�n étudié l'in�uence de la compacité du milieu granulaire sur le jet
[58] ; en constatant que plus le milieu granulaire est compact, plus le jet granulaire possède une large
épaisseur.

En 2009, Deboeuf et al. ont étudié expérimentalement en détail la dynamique de formation de la
couronne d'éjection des grains observée dans le cas d'impact dans un milieu granulaire dense [33]. Un
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Figure 1.2 � Séquence de photos espacées de 30 ms d'un projectile sphérique de 13.5 mm de diamètre
impactant à une vitesse de 2.45 m.s−1 (�gure extraite de [33]).

modèle balistique a été mis en place pour modéliser l'éjection des grains et en particulier caractériser la
croissance de la couronne d'éjection des grains avec le temps (Fig. 1.2). Des lois d'échelles ont été établies
reliant le nombre et la vitesse des grains éjectés en fonction de l'énergie d'impact, et qui se comparent
avec celles établies par d'autres auteurs sur le diamètre et la profondeur du cratère. Par ailleurs, il a
été mis en évidence que seulement 3% de l'énergie d'impact se retrouve dans les éjectas, le reste étant
dissipée dans le volume.

Dans le cas limite de l'impact d'un grain unique sur un lit de grains de mêmes diamètres sous incidence
variable qui est essentiel dans le processus de saltation par exemple, des études expérimentales ont été
menées par Rioual et al. [71, 72] et modélisées par Crassous et al. [28] (Fig. 1.3a) : le transfert d'éner-
gie du grain incident y est décrit par une succession de collisions binaires entre grains dans un milieu
granulaire dense qui semble bien rendre compte des observations expérimentales. Cette modélisation est
inspirée du célèbre pendule de Newton et des travaux de Hinch et Saint-Jean qui ont étudié la dynamique
de ce système [44], Hinch et Saint-Jean ont été capables de déterminer les vitesses et les directions des
di�érentes particules constituant la chaîne de collision. La �gure 1.3b présente une chaîne de collision
binaire menant à l'éjection d'un grain.

(a) (b)

Figure 1.3 � (a) Schéma du principe de collision et photo d'une expérience. (b) Chaîne de collisions
binaires menant à l'éjection d'un grain. Ces �gures sont extraites de [28].
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En�n, dans le domaine du génie civil, Bourrier s'est intéressé dans sa thèse à l'impact de blocs rocheux
sur des sols constitués de granulats [16, 17]. Il modélise le sol comme un milieu granulaire constitué de
sphères ou de "clumps" (agglomérats insécables de particules sphériques). Il se pose la question du rebond
du projectile sur le sol pour l'appliquer à la trajectographie des chutes de blocs.

1.1.2 Morphologie des cratères d'impact

Figure 1.4 � Di�érentes morphologies observées pour l'impact d'une bille de diamètre 25.4 mm (�gures
extraites de [86]) : (a) cratère simple, (b) cratère simple avec un pic central et (c) cratère complexe.

Les dimensions des cratères d'impact ont aussi fait l'objet de nombreuses études.

En 2003, dans des expériences de laboratoire, Walsh et al. font le lien entre les dimensions d'un cratère
d'impact et l'énergie du projectile E [86]. Ils ont surtout montré que leurs expériences sont pertinentes
pour représenter les morphologies que l'on observe dans les cratères de météorites malgré des di�érences
existantes entre les impacts de météorites et les expériences de laboratoire (il y a environ seize ordre de
grandeur dans les énergies d'impact, les vitesses d'éjections étant de l'ordre du km.s−1 pour les météo-
rites et de l'ordre du m.s−1 dans le laboratoire). Tout d'abord, Walsh présente les di�érentes formes de
cratères observées (Fig. 1.4). La �gure 1.4a présente un cratère d'impact formé à basse énergie : un léger
a�aissement du milieu granulaire est observé à l'endroit où le projectile est passé et une dune circulaire
de sable en périphérie de cet a�aissement. La �gure 1.4b présente un cratère d'impact formé à moyenne
énergie. La forme est semblable au cratère de basse énergie sauf qu'un léger monticule de grains est visible
au centre du cratère. La �gure 1.4b présente un cratère d'impact formé à haute énergie. Cette forme plus
complexe est di�cile à décrire : la dune circulaire n'est plus aussi bien marquée, elle est plus chaotique et
le pic central a bavé sur les cotés. Ceci est dû au jet granulaire qui est monté haut et n'est pas retombé
exactement au centre du cratère. Dans cette étude, Walsh et al. montrent que le diamètre du cratère w
évolue selon w ∝ E1/4.

En 2006, Yamamoto et al. s'intéressent à la formation du cratère dans le régime transitoire [87]. Pour
cela, ils regardent l'évolution du diamètre de l'anneau extérieur de grains en fonction du temps, c'est-à-
dire l'évolution du cratère transitoire par rapport au cratère �nal (Fig. 1.5).

En 2007, de Vet et de Bruyn ont étudié plus précisément la forme du cratère [32]. À l'aide d'un
pro�lomètre laser, ils ont déterminé la forme des cratères comme hyperbolique, sans tenir compte du pic
central (Fig. 1.6) et mis en évidence des lois d'échelles pour le volume du cratère en fonction de l'énergie
d'impact. Ces lois d'échelle sont celles qui ont été ensuite con�rmées par Deboeuf et al. dans leur étude
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(a)

(b)

Figure 1.5 � (a) Séquence de photos de la formation dynamique d'un cratère et évolution du cratère
en fonction du temps. (b) Schéma de la formation d'un cratère. Après impact, des avalanches de grains
viennent s'e�ondrer vers le centre du cratère. Ces �gures sont extraites de [87].

des éjectas [33].

Á l'aide d'une géométrie di�érente, pendant l'année 2006, Boudet étudie la dynamique d'impact d'un
projectile dans un milieu granulaire de faible profondeur (inférieure au diamètre du projectile) [15]. Il
arrive à determiner le diamètre du cratère pendant la phase d'impact. Il distingue deux phases : la phase
d'ouverture du cratère qui possède une dynamique rapide, bien modélisée par un comportement expo-
nentiel, puis, la phase de fermeture à dynamique plus lente, gouvernée par les avalanches de grains.

1.1.3 Profondeur de pénétration δ

La profondeur de pénétration δ d'un projectile impactant un milieu granulaire a fait l'objet de nom-
breuses études 3D [84, 7, 6]. Ces études présentent l'évolution de la profondeur de pénétration δ à travers
l'in�uence de paramètres tels que la hauteur de chute h, le diamètre d et la masse volumique ρp du
projectile (Fig. 1.7).

En 2003, Uehara et al. se sont intéressés à la profondeur de pénétration δ d'une sphère lâchée d'une
hauteur de chute h [84]. Ils ont mis en avant que l'énergie dissipée E se fait selon la hauteur totale de
chute du projectile H (H = h + δ), d'où E = mgH. Ils supposent que la force dissipative est d'origine
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(a)

(b)

Figure 1.6 � (a) Pro�l d'un cratère : la partie gauche est une moyenne des pro�ls mesurés et la partie
droite est un ajustement hyperbolique. (b) Surface digitalisée d'un cratère d'impact par pro�lomètre
laser. Ces �gures sont extraites de [32].

φd

H
                 

h

δ

z

air

milieu

granulaire

Figure 1.7 � Paramétrage de la modélisation.

frictionnelle et proposent alors un scaling de la profondeur de pénétration δ en fonction des paramètres
du problème (Fig. 1.8) selon

δ =
0.16

µ

(
ρp
ρg

)1/2

d2/3H1/3, (1.1)

où µ est le coe�cient de friction entre grains.

En 2004, de Bruyn et Walsh ont montré que la relation déterminée par Uehara est incomplète [31]. En
e�et, ils ont mis en évidence que la valeur de α dans la loi d'échelle δ ∝ Hα décroît lorsque la compacité φ
du milieu granulaire augmente, signi�ant par là une diminution de la profondeur de pénétration (Fig. 1.9).

En 2005, l'équipe de Durian a proposé un autre scaling pour la profondeur de pénétration qui utilise
cette fois-ci la vitesse d'impact Vi, ou plutôt la hauteur de chute h (Vi =

√
2gh) [7]. En introduisant la

profondeur de pénétration minimale δ0 lorsque le projectile placé juste à la surface du milieu granulaire
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Figure 1.8 � Profondeur de pénétration δ (en vert) et diamètre du cratère (en rouge) en fonction de la
hauteur totale de chute H pour une sphère de diamètre Db et de coe�cient de friction µ (�gure extraite
de [84]).

α

Figure 1.9 � In�uence de la compacité du milieu granulaire sur l'exposant α de la loi d'échelle de la
profondeur de pénétration δ ∝ Hα (�gure extraite de [31]).

s'enfonce sous son propre poids (h = 0), ils ont proposé alors la loi d'échelle suivante

δ − δ0 ∝ ρp
1/2d2/3h1/2. (1.2)

Toutes ces lois d'échelles peuvent être comparées à une loi issue d'un modèle simple en considérant que
la dissipation est causée par l'existence d'une force frictionnelle et que le travail de cette force est égal à
l'énergie potentielle de pesanteur. Considérons une sphère de diamètre d et de massem ∝ ρd3 qui s'enfonce
dans un milieu granulaire. On veut calculer la profondeur de pénétration δ de la sphère (Fig. 1.7). La
pression dans le milieu granulaire est supposée hydrostatique s'il n'y a pas de parois latérales. Si ρg est
la masse volumique de l'empilement de grains, la pression P (zp) à la profondeur zp s'écrit [83] :

P (zp) ∝ ρggzp. (1.3)

Modélisons la force exercée F (zp) par le milieu granulaire sur la sphère comme une force frictionnelle. Si
S est le maître-couple de la sphère (S ∝ d2), on obtient :
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F (zp) ∝ P (zp)S ∝ ρggzpd
2. (1.4)

Avec un raisonnement énergétique, cette force doit dissiper l'énergie potentielle de pesanteur E =
mgH. Son travail s'écrit :

W =

∫ δ

0

F (zp)dzp ∝ ρggδ
2d2. (1.5)

D'où le bilan énergétique :

W = E =⇒ ρd3gH ∝ ρggδ
2d2. (1.6)

Après simpli�cation, il reste :

δ

d
∝

(
ρp
ρg

)1/2 (
H

d

)1/2

. (1.7)

On voit que ce modèle est à comparer aux résultats expérimentaux de l'équipe de Durian [7] :

δ ∝ ρp
1/2d2/3H1/3 (1.8)

Ce modèle est bien sûr un peu trop simple pour décrire toute la complexité du phénomène. Ceci
provient du fait que la modélisation de la force F (zp) n'est pas assez complète pour décrire la force réelle.
Considérer une force dissipative uniquement d'origine frictionnelle n'est pas su�sant pour obtenir une loi
d'échelle comparable aux résultats expérimentaux. Cependant ce modèle basique n'est pas tant éloigné
que cela des valeurs expérimentales.

On notera que l'étude de la profondeur de pénétration ne se limite pas à des projectiles sphériques ou
cylindriques [63]. Il y a eu des études où l'objet privilégié est un disque par exemple [38, 27].

1.1.4 Temps d'arrêt du projectile ts

Une autre quantité intéressante dans l'impact de projectile est le temps d'arrêt ts de ce projectile.
Quelques études ont été menées sur ce sujet. On mentionnera ici les plus récentes.

En 2004, l'équipe de Swinney mène une étude de trajectoire dans un milieu 2D, où un cylindre de
diamètre d impacte un milieu granulaire constitué de grains cylindriques entre deux plaques de verre
[66]. En visualisant la trajectoire du projectile expérimentalement et en comparant à des simulations
numériques par code de dynamique moléculaire (Fig. 1.10), ils ont trouvé que le temps d'arrêt ts d'un
projectile est indépendant de la vitesse d'impact Vi, ce qui est un résultat surprenant.

En 2005, Hou et al. ont étudié la trajectoire d'un projectile dans un milieu granulaire 2D [45] et ont
constaté que le temps d'arrêt décroît avec la vitesse du projectile, ce qui est contraire à l'observation
précédente et non trivial également.

En 2007, Katsuragi et Durian ont aussi mesuré le temps d'arrêt d'un projectile sphérique dans un mi-
lieu granulaire [49]. Pour réaliser cette mesure et obtenir toute la trajectoire, ils ont �xé une tige graduée
à l'extrémité supérieure de la sphère dont une partie reste en permanence à l'extérieur du milieu granu-
laire. En �lmant cette tige, ils ont ainsi reconstitué la dynamique d'arrêt du projectile. En dé�nissant la
vitesse caractéristique Vc =

√
dg et le temps caractéristique τc =

√
d/g, ils ont montré que plus la vitesse
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(b)

(a)

Figure 1.10 � (a) Séquence de photo de l'impact 2D d'un projectile pour expériences et simulations.
(b) Position du projectile pour di�érentes vitesses d'impact pour experiences (◦) et simulations (−). Ces
�gures sont extraites de [66].

Figure 1.11 � Évolution du temps d'arrêt d'une sphère en fonction de sa vitesse d'impact (�gure extraite
de [49]).

d'impact est élevée, plus le projectile s'arrête rapidement, avec un comportement asymptotique ts = τc
quand Vi > Vc (Fig. 1.11).

En�n, en 2008, Goldman et Umbanhowar ont établi un scaling plus complet pour le temps d'arrêt
du projectile [38]. Pour mesurer la dynamique du projectile, ils ont collé un accéléromètre sur le haut
du projectile, ce qui leur permet d'obtenir le temps d'arrêt. Ils ont utilisé deux types de projectile : le
premier est un projectile sphérique et le deuxième est un disque. Ils ont constaté eux aussi que le temps
d'arrêt de la sphère décroît lorsque la vitesse d'impact augmente (Fig. 1.12e), alors que le temps d'arrêt
du disque croît (Fig. 1.12f). De plus, sur l'insert de la �gure 1.12e, on observe clairement l'arrêt du pro-
jectile à accélération non nulle. Ils ont aussi étudié l'in�uence du diamètre d du projectile ainsi que la
masse volumique ρp de celui-ci sur le temps d'arrêt (Figs. 1.12a, 1.12b, 1.12c et 1.12d). En introduisant
la même vitesse caractéristique

√
gd que Katsuragi et Durian mais un temps caractéristique di�érent
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(e)

(f)

Figure 1.12 � In�uence de (a) la masse volumique du projectile et du (b) diamètre du projectile sur le
temps d'arret. Mise en place d'une loi d'échelle pour (c) la masse volumique et (d) le diamètre. Évolution
du temps d'arrêt du projectile en fonction de la vitesse d'impact pour (e) une sphère et (f) un disque.
Ces �gures sont extraites de [38].

[ρpd
2/(ρgg

2)]1/4, ils ont montré que les mesures de temps d'arrêt se trouvent sur une courbe maîtresse
dans le diagramme ts/[ρpd

2/(ρgg
2)]1/4 en fonction de Vi/

√
gd.

1.1.5 Forces sur un projectile

Bien que la force exercée sur une sphère se déplaçant dans un �uide newtonien sous son propre poids
soit bien connu depuis des années de manière théorique et de manière expérimentale [39], ce problème
reste encore incompris lorsque l'on remplace le �uide par un milieu granulaire.

Depuis le 18ème siècle, la force exercée sur un projectile dans un milieu granulaire a fait l'objet de
nombreuses études balistiques, ces études ayant été commandées à des �ns militaires [73]. Dès cette
période, on essayait de mettre en place une équation pour modéliser la pénétration d'un projectile dans
un milieu granulaire. Dans les années 1950, toujours pour des études militaires, Allen et al. tiraient des
balles de mitrailleuse dans le sable [3]. Ils modélisaient la force exercée sur un projectile de masse m par
la somme d'une force constante et d'une force proportionnelle au carré la vitesse du projectile vp

2 selon
le modèle de Poncelet [67],
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−dvp
dt

= βvp
2 + γ, (1.9)

où βvp
2 correspond à une force de traînée similaire aux forces de traînée que l'on observe en aérody-

namique et γ correspond à une force nécessaire pour tirer un objet dans le sable à des vitesses faibles.
Cependant, Allen et al. décrivaient l'existence de deux régimes. Tout d'abord, il y a un régime haute
vitesse, où vp est supérieure à une vitesse critique vc (vp > vc), et pour lequel γ = 0. Puis, il y a un
régime à basse vitesse (vp < vc), pour lequel γ = cste ̸= 0.

Ensuite, en 2004, dans un milieu granulaire lâche (compacité φ =41%), Lohse et al. ont étudié les
impacts à vitesse d'impact nulle en lâchant une bille à la surface d'un milieu granulaire [55]. Pour décrire
la pénétration zp de la bille dans le milieu granulaire, ils ont modélisé la force exercée par le milieu
granulaire par une simple force de rappel kzp en écrivant l'équation

(m+mA)
d2zp
dt2

= mg − kzp, (1.10)

où m est la masse de la bille et mA est la masse ajoutée, c'est-à-dire la masse de sable que la bille entraîne
avec elle lors de sa pénétration dans le milieu granulaire. Stone et al. ont décrit cette force de rappel kzp
comme une force hydrodynamique [81, 80].

En 2005, Tsimring et Volfson ont considéré un modèle de Poncelet généralisé pour une étude numérique
[83]. Le modèle de Poncelet décrit bien les impacts à grande vitesse mais décrit mal les impacts à petite
vitesse. La force exercée par le milieu granulaire est composée d'une force de friction dynamique αvp2 et
d'une résistance due à la friction solide Fs. Ils ont écrit alors l'équation de la pénétration

m
dvp
dt

= mg − Fs − αvp
2. (1.11)

Dans le cas 3D, ils ont choisi alors de décrire Fs = cste lorsque zp ≫ d et Fs ∝ zp
2 lorsque zp ≪ d. Avec

ce modèle, ils ont retrouvé les scalings de la profondeur de pénétration δ.

Encore en 2005, Ambroso et al. ont proposé une expression complexe pour la force Fs(zp) décrite par
Tsimring et Volfson dans l'équation (1.11) [6]. Ils ont écrit

Fs(zp)

mg
=

[
3

(
zp
δ0

)2

− 1

]
exp

(
−2

|zp|
d1

)
+ 1, (1.12)

où δ0 est la profondeur de pénétration �nale à vitesse d'impact nulle et d1 est une longueur caractéristique
telle que d1 = m/α. Cette expression de Fs a été obtenue en réécrivant l'équation 1.11 pour l'énergie
cinétique et résolue à l'aide d'un facteur d'intégration exp(−2z/d1). Cette expression de Fs est constante
pour les grandes profondeur de pénétration et tend vers 0 pour les faibles profondeurs.

En 2007, Katsuragi et Durian ont déterminé la force exercée sur un projectile pendant sa pénétration
[49], en dérivant deux fois le signal de position zp (Fig.1.13). Ils ont utilisé les travaux de Tsimring et
Volfson pour déterminer l'existence de la force en vp

2 et ont validé ce modèle de force (Fig.1.14a). Ils ont
remarqué aussi l'existence d'une force qui dépend de la profondeur de pénétration zp et qui pouvait être
modélisée par une force de rappel en k|zp| (Fig.1.14b). Finalement, Katsuragi et Durian ont construit un
modèle de force issu du modèle de Poncelet en le complétant avec la force de rappel : ils ont conservé
l'existence du terme en vp

2 mais ont rajouté un terme de force proportionnel à la profondeur zp du
projectile dans le cas d'un projectile sphérique. Finalement, l'équation de la pénétration s'écrit alors



16 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

(a)

(b)

(c)

Figure 1.13 � (a) Position, (b) vitesse et (c) accélération d'un projectile sphérique au cours du temps
pour di�érentes vitesses d'impact (�gures extraites de [49]).

(a) (b)

Figure 1.14 � In�uence de (a) la vitesse du projectile et (b) la profondeur d'un projectile sur la force
exercée par le milieu granulaire sur un projectile sphérique (�gures extraites de [49]).

m
dvp
dt

= mg − k|zp| −
m

d1
vp

2, (1.13)

où k est une raideur et d1 une longueur caractéristique. Cependant, le coe�cient k qui est lié au coe�cient
de friction de Coulomb µ donne une valeur de µ environ dix fois plus important que les valeurs attendues
[49].

En�n, en 2008, Goldman et Umbanhowar font une étude dynamique de la pénétration d'un objet
(sphère et disque) dans un milieu granulaire [38]. Ils ont placé un accéléromètre à l'intérieur du projectile
pour mesurer directement la force sans avoir de bruit généré par la dérivation du signal de position
(Fig. 1.15). Il ont mis en place une force empirique F qu'exerce le milieu granulaire selon la forme

F = µ(zp)mg + C(zp)

(
d

2

)5/2

ρg
√
gvp + α′

(
d

2

)2

vp
2, (1.14)

où µ(zp), C(zp) sont des fonctions de la profondeur d'enfoncement zp et α′ est une constante indépendante
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Figure 1.15 � Séquence de photos de l'impact d'un projectile sphérique. (a) Accélération et (b) vitesse
du projectile au cours du temps. Ces �gures sont extraites de [38].

(a) (b) (c)

Figure 1.16 � (a) Évolution de l'accélération d'un projectile sphérique en fonction de sa vitesse. Coef-
�cients (b) µ(z) et (c) C(z) de l'équation 1.14. Ces �gures sont extraites de [38].

de la profondeur zp. µ(zp) est assimilable à un coe�cient de friction solide et C(zp) est un coe�cient
de traînée. La �gure 1.16a fait apparaître l'existence du terme en vp pour les grandes profondeur de
pénétration. La �gure 1.16b présente l'évolution de µ(zp), on constate que µ semble croître linéairement
aux faibles zp avant de saturer comme dans le modèle de Tsimring et Volfson [83]. La �gure 1.16c présente
l'évolution de C(zp) où l'on constate que C(zp) augmente avec la profondeur de pénétration zp.
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1.2 Mouvement de grains autour d'un objet

Un certain nombre d'études ont été menées sur le mouvement des grains autour d'un objet (parfois
appelé intrus) en mouvement relatif. Contrairement au cas de l'impact, l'objet reste immobile et on déplace
le milieu granulaire. Deux aspects essentiels ont été mis en avant dans ces études. Tout d'abord, on a
cherché à déterminer quelle était la force ressentie par l'objet �xe mais on a aussi cherché à caractériser
l'écoulement des grains autour de l'objet. En France, deux thèses ont été réalisées très récemment sur ce
sujet dans un régime d'écoulement lent, quasi-statique [24, 20].

1.2.1 Cinématique du milieu granulaire

En 2001, Amarouchene et al. ont observé l'écoulement de grains autour d'un disque dans une cellule
de Hele-Shaw [4]. Ils ont observé une géométrie particulière de l'écoulement, avec une "dune triangulaire"
immobile à l'amont de l'écoulement de l'objet (Fig. 1.17).

Figure 1.17 � Photos de l'écoulement de grains autour d'un disque dans cellule de Hele-Shaw (�gure
extraite de [4]).

En 2003, Chehata et al. ont observé l'écoulement de grains autour d'un cylindre �xe immergé dans
un milieu granulaire [23]. Dans un canal rectangulaire quasi 2D, ils ont déterminé le champ de vitesse des
grains autour de l'obstacle et extrait des pro�ls de vitesses (Fig. 1.18). Ils ont travaillé avec des vitesses
d'écoulement moyen allant jusqu'à 470 mm.s−1 et une compacité de l'ordre de 64%. Ils ont notamment
observé une survitesse non négligeable des grains près de l'objet par rapport à la vitesse moyenne de
l'écoulement amont.

En 2007, Levy et Sayed ont e�ectué des simulations numériques 2D pour observer l'écoulement d'un
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(a) (b) (c)

Figure 1.18 � (a) Schéma du dispositif utilisé par Chehata et al.. (b) Champ de vitesse observé autour
d'un cylindre. (c) Pro�l transverse de vitesse vx extrait selon la ligne rouge. Ces �gures sont extraites de
[23].

milieu granulaire autour d'un disque [52]. Ils ont constaté la présence d'une onde de choc granulaire à
l'amont du disque.

En 2009, Cixous a aussi pu observer le champ de déplacement d'un milieu granulaire [24]. Dans son
manuscrit, il utilise un dispositif horizontal 2D où il déplace un milieu granulaire à vitesse constante consti-
tué de cylindre creux autour d'un cylindre �xe. La vitesse de déplacement du milieu varie de 16.7 µm.s−1

à 1.67 mm.s−1 pour des compacités variant de 80% à 83%. Il a remarqué dans son système que la vitesse
de déplacement du milieu n'a aucune in�uence sur les quantités qu'il observe. Il a été capable de calculer
un champ de vitesse des grains (Fig. 1.19a). De ce champ de vitesse, il a extrait des pro�ls de vitesse en
coordonnées cartésiennes, avec des allures très proches de celles de Chehata et al. [23]. Il a observé un
maximum de la vitesse localisé près de l'intrus (Fig. 1.19b) et une décroissance rapide de la vitesse en
amont de l'intrus (Fig. 1.19c).

Dans le même temps, Candelier a mené des essais de déplacement d'intrus similaires mais dans un
milieu granulaire agité [20, 21, 22], en suivant le déplacement des disques et de l'intrus en mouvement
(Fig. 1.20a). Pour les disques, il a observé la présence de deux tourbillons de recirculation de chaque
côté du cylindre (Fig. 1.20b). En appliquant une force constante sur l'intrus, il constate que lorsque la
compacité du milieu est faible, le mouvement de l'intrus est continu mais devient intermittent au delà
d'une compacité critique. En 2010, toujours dans des milieux granulaires vibrés, Harich caractérise la
mobilité granulaire en dé�nissant la di�usivité e�ective qui existe dans le milieu [42].
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(a)

(c)

(b)

Figure 1.19 � (a) Champ de vitesse autour d'un cylindre en mouvement suivant y. Pro�ls de vitesse
(b) vy(y) et (c) vy(x) extraits selon les lignes vertes. Ces �gures sont extraites de [24].
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(a) (b)

Figure 1.20 � (a) Schéma du dispositif de milieu granulaire vibré utilisé par Candelier. (b) Champ de
déplacement des grains observé par Candelier. Ces �gures sont extraites de [21].
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1.2.2 Force sur l'objet

Dès 1999, des études se sont concentrées sur la force ressentie par un objet �xe dans un milieu granu-
laire mobile. Tout d'abord, Albert et al. de l'équipe de Schi�er, ont plongé une barre dans un tambour
tournant vertical contenant un milieu granulaire pour étudier l'évolution de la force de traînée sur la barre
[2, 1]. La �gure 1.21a présente des schémas du dispositif utilisé. L'équipe a mesuré la force de traînée sur
des objets de formes variables, et a montré que la vitesse de déplacement du milieu granulaire n'avait pas
d'in�uence sur la force de traînée mesurée [2]. Puis, la force mesurée sur une sphère de diamètre d a été
caractérisée (Fig. 1.21b et 1.21c). Sur la �gure 1.21c, un ajustement en loi puissance fait apparaître que
la force mesurée varie comme d2. Sur la �gure 1.21b, on constate que la force varie comme l'enfoncement
z de l'objet de manière quasi linéaire. L'insert de la �gure 1.21b montre que la rugosité de l'objet n'a
pas d'in�uence sur la force mesurée. Ensuite, Albert et al. se sont intéressés à la force mesurée sur un
cylindre (Fig. 1.21d). On observe une augmentation linéaire de la force mesurée avec la longueur b du
cylindre. L'ensemble de cette étude suggère que la force exercée sur un objet dans un milieu granulaire
est proportionnelle à la surface (ou la surface projetée) de cet objet.

En 2003, Chehata et al. ont examiné la force de traînée d'un cylindre immobile dans un milieu granu-
laire en chute dans un canal dans le dispositif déjà décrit au paragraphe précédent [23]. Ils ont constaté
que cette force est indépendante de la vitesse des grains mais aussi que cette force de traînée augmente
avec le diamètre du cylindre d et diminue avec la taille des grains dg.

En 2004, Stone et al. ont mesuré la force requise pour pousser verticalement un disque horizontal
dans un milieu granulaire [81, 80] (Fig. 1.22a). Ils ont observé que la force nécessaire varie linéairement
avec la profondeur de pénétration zp puis l'évolution devient exponentielle lorsque l'on s'approche du
fond du recipient contenant le milieu granulaire (Fig. 1.22b). Ils décrivent la partie linéaire comme une
force hydrostatique et ils constatent aussi une indépendance de la vitesse de pénétration (variant de
0.0625 mm.s−1 à 5 mm.s−1) sur la force mesurée.

En 2008, Costantino et al., de l'équipe de Shi�er, avec le même dispositif que Stone [81, 80] ont
cherché à caractériser l'in�uence du diamètre d du disque sur la force minimale Fini nécessaire le mettre
en mouvement (Fig. 1.22a) [27]. Ils ont modélisé cette force sous la forme

F = Ad+Bd2, (1.15)

où A et B sont deux coe�cients d'ajustement. Ils ont constaté que la taille des grains dg n'a pas d'in-
�uence sur le coe�cient B alors qu'elle a une in�uence sur le coe�cient A.

En 2009, Cixous a étudié le blocage et l'écoulement d'un milieu granulaire dense et désordonné autour
d'un obstacle rigide avec le même dispositif décrit précédemment [24]. Il a regardé en particulier l'évolution
du sillage derrière l'intrus laissé par le déplacement du milieu (Fig. 1.23) et a constaté que plus la fraction
d'empilement φ est importante, plus le vide laissé par le passage de l'intrus au sein du milieu granulaire est
petite. Il s'est intéressé aussi à la �uctuation de la force ressentie par l'intrus et a observé qu'elle diverge
lorsque la fraction d'empilement φ se rapproche de la fraction d'empilement critique φc (Fig. 1.24).
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(a)

(c) (d)

(b)

(d)(c)

Figure 1.21 � (a) Schéma du dispositif utilisé par Albert (�gure extraite de [2]). (b) Force mesurée sur
une sphère en fonction de l'enfoncement zp de l'objet pour deux diamètres di�érents d = 25.4 mm (△)
et d = 14.2 mm (•). L'insert montre l'in�uence de la rugosité de la sphère pour un métal rugueux (�) et
une sphère lisse en te�on (△) (�gure extraite de [1]). (c) Force mesurée sur une sphère (�gure extraite
de [1]). (d) Force mesurée sur un cylindre en fonction de la longueur b de celui-ci (�gure extraite de [1]).
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(a)

(b)

Figure 1.22 � (a) Schéma du dispositif expérimental utilisé par Stone et al. (�gure extraite de [27]). (b)
Dépendance de la force de pénétration avec la profondeur z de l'objet (�gure extraite de [80]).

Figure 1.23 � Évolution de la forme du sillage laissée par l'intrus pour une fraction d'empilement de
(a) 81,3% et de (b) 82,4% (�gure extraite de [24]).
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Figure 1.24 � In�uence de la compacité du milieu granulaire sur la force de traînée (�gure extraite de
[24]).
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1.3 Modélisation d'un milieu granulaire

La description d'un milieu granulaire est toujours un problème d'actualité. Dans les écoulements
rapides et dilués de grains, le milieu granulaire est assimilable à un gaz et les interactions entre grains se
font par des collisions binaires. Dans les écoulements très lents présents en mécanique des sols, le milieu
granulaire est assimilable à un solide et la friction joue un rôle prépondérant dans ces écoulements. Il existe
un régime d'écoulement intermédiaire qui est l'écoulement dense de grains assimilable à l'écoulement d'un
�uide qui a fait l'objet de plusieurs théories pour être décrit. Nous allons exposer ici les fondements de
deux d'entre elle.

1.3.1 Théorie cinétique

L'analogie d'un milieu granulaire avec un gaz est due à Ogawa [64]. En 1983, Ha� propose un modèle
de théorie cinétique des milieux granulaires [40]. Dans cette théorie, le milieu granulaire est supposé se
comporter comme un gaz dissipatif, où les particules interagissent les unes avec les autres par des col-
lisions binaires. Le théorie cinétique fournit des équations constitutives pour ces écoulements. Dans un
milieu granulaire, les �uctuations thermiques sont négligeables, car les grains sont trop gros pour subir un
mouvement Brownien d'agitation thermique. Du coup, on ne considère pas la température thermodyna-
mique dans la modélisation des écoulements granulaire. Cependant, on utilise la notion de �température
granulaire� dé�nie comme le carré de la �uctuation de vitesse T =< ∥v− < v > ∥2 >. Dans ce cadre

√
T

est donc l'ordre de grandeur des �uctuations de vitesses.

Les gaz granulaires ont fait l'objet de nombreux travaux expérimentaux et théoriques [12]. La tempéra-
ture est une quantité qui est utilisée par exemple dans les milieux granulaires vibrés. Il existe un équivalent
de l'e�et Leidenfrost pour les milieux granulaires mis en évidence par Eshuis et al. [36]. Il est possible
de reproduire l'expérience du démon de Maxwell pour les gaz granulaires : un ensemble des particules
su�samment important est divisé dans deux compartiments identiques qui ne peuvent communiquer que
par un trou. Pendant l'agitation de la boîte, on observe un déséquilibre entre la répartition de population.
Des simulations de dynamique moléculaire ont été e�ectuées par Barrat et Trizac pour reproduire ce phé-
nomène [11]. Barrat et Trizac ont aussi travaillé sur les températures granulaires d'un mélange binaire de
grains [10]. Ils ont montrés que le rapport de température dépend très peu de la masse relative entre les
grains alors qu'il dépend fortement du diamètre relatif. Un autre exemple est l'apparition des rouleaux
d'auto-convection lors d'un écoulement rapide de grains sur un plan incliné (Fig.1.25), cette instabilité
peut être expliquée par la théorie cinétique en tenant compte d'un couplage température-écoulement [37].

Nous allons présenter ici les équations de la théorie cinétique des milieux granulaires appliquée aux
milieux denses. La fraction volumique du milieu est φ ; elle est dé�nie à partir de la distance interparticu-
laire s, sous la forme φ/φ0 = (1+ s/dg)

−3, où φ0 est la valeur maximale correspondant à un empilement
compact et dg est la taille des grains. Dans les milieux denses, s ≪ dg, le milieu granulaire est considéré
comme incompressible. Ainsi, le milieu granulaire est alors considéré comme un milieu continu �uide avec
la loi de comportement suivante :

� = −p1+ 2ηD, (1.16)

où p est la pression dans le milieu, η la viscosité dynamique, 1 le tenseur identité et D le tenseur taux de
déformation. Le tenseur taux de déformation D est dé�ni à partir du champ de vitesses des grains v par

D =
1

2

(
Grad v + Grad v T

)
. (1.17)

Avec tout cela, on peut écrire les équations de conservation (masse, quantité de mouvement et énergie)
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Figure 1.25 � Auto-convection dans les écoulements sur plan incliné (�gure extraite de [37]).



0 = Tr(D),

ρg
dv

dt
= Div � + f

v
,

ρg
dT

dt
= � : D + div(κgradT ) − ε.

(1.18)

où κ est la di�usivité thermique, ε le taux de dissipation et f
v
d'éventuelles forces volumiques. Il reste

alors à écrire les lois d'état pour fermer le système d'équations. Nous allons présenter le calcul heuristique
de la pression et des coe�cients de transport d'après le cours de Pouliquen [68]. Comme

√
T est l'ordre de

grandeur des �uctuations de vitesse, le temps entre deux collisions vaut s/
√
T , et le nombre de collisions

par unité de temps vaut donc
√
T/s (appelé taux de collisions). La surface caractéristique d'une collision

est dg
2 et le volume caractéristique d'une collision est dg

3.

Dans un milieu sans écoulement moyen, un grain s'agitant transfert la quantité de mouvement
ρgdg

3
√
T à ses voisins. La pression p représente ces transferts et s'écrit

p =
transfert qdm par collision× taux de collisions

surface caractéristisque d′une collision
∝ ρgdgT

s
. (1.19)

Si on considère un cisaillement moyen dv/dy de couches de grains (Fig. 1.26a), la couche supérieure
possède une vitesse relative δv = dg dv/dy par rapport à la couche inférieure et transfère sa quantité de
mouvement ρgdg

3δv. La contrainte tangentielle τ = ηdv/dy vaut

τ =
transfert qdm par collision× taux de collisions

surface caractéeristisque d′une collision
∝ ρgdg

2
√
T

s

dv

dy
, (1.20)

soit,

η ∝ ρgdg
2
√
T

s
. (1.21)
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y
v v+δv

v

y (b)(a)
T

Figure 1.26 � (a) Gradient de vitesse uniforme pour le calcul de la viscosité η. (b) Gradient de tempé-
rature uniforme pour le calcul de la conductivité κ. Ces �gures sont extraite de [68].

Si on considère maintenant un gradient uniforme de température dT/dy, une particule de la couche
supérieure avec une �uctuation de vitesse percute une particule de la couche inférieure avec une �uctuation
de vitesse. Après le choc, il y a échange des �uctuations. Au cours de la collision, il y a un transfert
d'énergie cinétique du haut vers le bas qui vaut δT = dgdT/dy. Le �ux d'énergie transférée Q = κdT/dy
s'écrit

Q =
transfert d′énergie par collision× taux de collisions

surface caractéristisque d′une collision
∝ ρgdg

2
√
T

s

dT

dy
, (1.22)

soit,

κ ∝ ρgdg
2
√
T

s
. (1.23)

En�n, il reste à déterminer le terme de dissipation ε qui représente l'énergie dissipée par unité de temps
et par unité de volume lors des collisions. L'énergie perdue lors d'une collision s'écrit ρg(1 − e2)T/4, où
e est le coe�cient de restitution des grains. On a donc

ε =
énergie perdue par collision× taux de collisions

volume caractéristisque d′une collision
∝ ρg(1− e2)T 3/2

4s
. (1.24)

On peut choisir d'exprimer la distance interparticulaire s en fonction de la pression p et de substituer
cela dans l'expression des coe�cients de transport η et κ ainsi que la dissipation ε. Ceci fournit



η

ρg
∝ p

ρg
dg

1

T 1/2

κ

ρg
∝ p

ρg
dg

1

T 1/2

ε

ρg
∝ p

ρg

1

dg
T 1/2

(1.25)

Jenkins a donné les expressions complètes des préfacteurs dans l'expression des coe�cient de transport
η et κ et dans le terme de dissipation ε [47]. On obtient alors l'expression complète des coe�cients selon
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(a) (b)

Figure 1.27 � Pro�l de (a) vitesse et (b) température granulaire selon la distance par rapport au cylindre
intérieur. Les di�érents symboles sont issus des expériences et les traits pointillés sont les résultats issus
de la résolution des équations (�gures extraite de [56]).
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√
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=
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1
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(1.26)

où η0 = 0.28, κ0 = 1.06 et ε0 = 0.34 sont des coe�cients numériques sans dimension.

Les équations de conservation (1.18) et les équations phénoménologiques (1.26) constituent un sys-
tème fermé pour les écoulements granulaires denses.

Bocquet et al. ont utilisé cette théorie cinétique des gaz pour modéliser l'écoulement dense de grains
dans une géométrie de type Couette [14, 56]. Ils arrivent à obtenir un bon accord entre les résultats expé-
rimentaux et cette théorie sur les pro�ls de vitesse et de température granulaire (Fig. 1.27). Ils constatent
que ces pro�ls sont normalisés par la vitesse du cylindre intérieur. Ils observent l'existence d'un plateau
de température constant suivi d'une décroissance exponentielle de cette température.

Cependant, la théorie cinétique possède certaines limites. En particulier, elle repose sur une hypothèse
de collisions binaires et dans la limite des milieux denses, on peut remettre en question ce fait.

Dans le chapitre 4, on reprendra cette théorie pour l'appliquer à nos problèmes.



30 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

1.3.2 Théorie du µ(I)

Dans les écoulements denses de grains, les grains interagissent les uns avec les autres avec des contacts
mais aussi des collisions. En 2005, Da Cruz et al. ont mis en place les éléments de la théorie du µ(I)
dans des simulations 2D d'empilements denses de disques [29]. Ces travaux seront repris dans l'article
collectif du GDR MiDi [61]. En 2006, Jop et al. ont proposé l'extension 3D de cette rhéologie des milieux
granulaires pour les écoulements denses [48]. On va reprendre ici quelques éléments clés de cette théorie.

(a) (b)

Figure 1.28 � (a) Dé�nition de la pression p, du cisaillement τ et du taux de cisaillement γ̇ dans le cas
d'un milieu granulaire cisaillé (�gure extraite de [48]). (b) Signi�cation physique du temps de déformation
Tγ et de l'échelle de temps de con�nement Tp (�gure extraite de [61]).

Cette théorie est basée sur le fait qu'un milieu granulaire soumis à une contrainte normale p va se
déformer sous cisaillement τ . Il existe alors un taux de cisaillement γ̇ non nulle (Fig. 1.28a). On établit
alors une relation simple entre p et τ

τ = µ(I)p (1.27)

où µ(I) peut être vu comme un coe�cient de friction dépendant d'un nombre sans dimension I appelé
nombre d'inertie. Le nombre I est construit selon

I = γ̇dg

(
ρg
p

)1/2

, (1.28)

où dg est la taille des grains, ρg leur masse volumique. Le nombre I peut être interprété comme le rapport
de deux temps caractéristiques I = Tp/Tγ . Le temps Tγ = 1/γ̇ est le temps typique de déformation du
milieu granulaire, c'est-à-dire le temps que met une couche de grains pour se déplacer d'un grain au des-
sus d'une autre couche de grains sous l'e�et de la contrainte de cisaillement (Fig. 1.28b). Tp = dg

√
ρg/p

est l'échelle de temps de con�nement qui peut être interprété comme le temps que met un grain d'une
couche pour se déplacer dans la couche d'en dessous sous l'e�et de la pression (Fig. 1.28b). La �gure
1.28b présente l'évolution schématique de la vitesse typique en fonction du temps selon les deux échelles
de temps caractéristiques.

Dans le cas d'écoulements granulaires simples sur plan incliné, Jop et al. ont montré que µ évoluait
de la valeur critique µs (qui correspond à un cisaillement nulle) jusqu'à une valeur limite µ2 (à haut I)
selon la loi de friction suivante
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µ(I) = µs +
µ2 − µs

I0
I + 1

, (1.29)

où les paramètres µs, µ2 et I0 sont des paramètres rhéologiques des matériaux constituant le milieu
granulaire.

On considère le milieu granulaire, avec le tenseur taux de déformations D du champ de vitesses des
grains v par la relation (1.17), comme un �uide incompressible (TrD = 0).

Ainsi, le milieu continu suit la loi de comportement suivante

� = −p1+ 2ηD, (1.30)

où � est le tenseur des contraintes et η la viscosité e�ective. La loi d'état s'écrit d'après ce qui a été décrit
plus haut [Eq. (1.29)]

η =
µ(I)p

|γ̇|
, (1.31)

où |γ̇| =
√

1
2D : D est le second invariant de D.

Cette théorie a été appliquée pour modéliser l'e�ondrement d'une colonne cylindrique 3D de grains.
Les travaux expérimentaux ont été réalisés par Lajeunesse et al. [51]. Ils observent di�érents régimes
d'e�ondrement selon le rapport d'aspect initial de la colonne de grains (Fig. 1.29). Lacaze et Kerswell
ont modélisé cet e�ondrement avec la théorie du µ(I) et trouvent un bon accord avec les résultats
expérimentaux [50].

Elle a aussi été utilisée pour confronter les résultats des simulations numériques d'écoulements de
grains en tambour tournant [26].

La théorie du µ(I) présente une rhéologie locale des milieux granulaire et ne prédit pas cependant la
transition liquide-solide et certains phénomènes locaux tels que les chaînes de forces.



32 CHAPITRE 1. ÉTAT DE L'ART

(a) (b) (c)

Figure 1.29 � Trois séquences de photos de colonnes de grains s'e�ondrant : (a) et (b) pour les faibles
rapports d'aspect et (c) pour un grand rapport d'aspect (�gure extraite de [51]).



Chapitre 2

Dispositifs expérimentaux et
numériques

D
ans ce chapitre, nous présentons l'ensemble des moyens expérimentaux et numériques qui ont été mis
en ÷uvre pour mener ce travail. D'une manière générale, on distingue deux types de dispositifs :

les dispositifs à force imposée via le poids de l'objet qu'on appellera aussi dispositifs d'impact et les
dispositifs à vitesse imposée où l'on déplace l'objet à vitesse constante. Dans un premier temps, nous
décrirons l'ensemble des montages expérimentaux ainsi que les quantités mesurables et les moyens de
mesures. Puis, dans un second temps, nous décrirons les outils de simulations numériques utilisés en
complément des expériences pour élargir l'observation des phénomènes physiques et approfondir leur
modélisation.

2.1 Dispositifs expérimentaux

Trois dispositifs expérimentaux ont été développés. Le premier dispositif est un montage en trois
dimensions (3D) permettant d'étudier l'impact d'une sphère dans un milieu granulaire. Le second est un
montage quasi bidimensionnel (2D) d'impact d'un cylindre dans un milieu granulaire. Ces deux dispositifs
permettent de travailler avec un objet pénétrant à force constante dans le milieu granulaire, car le poids
de l'objet reste le même tout au long de la pénétration. En�n, le troisième dispositif est un dispositif
quasi bidimensionnel (2D) de pénétration à vitesse constante d'un cylindre dans un milieu granulaire.

2.1.1 Description des montages

Impact 3D

On s'intéresse ici à la situation de pénétration d'une sphère solide de diamètre d (5 mm≤ d ≤ 40 mm),
de masse volumique ρp (1.1 kg.m−3 · 103 ≤ ρp ≤ 14.9 · 103 kg.m−3), donc de masse m = πρd3/6, venant
impacter un milieu granulaire dont les caractéristiques seront précisés ci-après. La �gure 2.1 montre une
photo du dispositif avec les di�érents éléments le constituant : la cuve contenant le milieu granulaire et
le dispositif de lâcher.

Pour des raisons de simplicité, on choisit de lâcher la bille en chute libre d'une hauteur h (0 mm≤ h ≤
300 mm) et sans vitesse initiale. La bille vient impacter le milieu granulaire avec une vitesse d'impact
Vi =

√
2gh, où g est l'accélération de la pesanteur. A�n de mesurer la profondeur de pénétration δ de

la bille, nous enfonçons délicatement une tige graduée dans le milieu granulaire pour repérer le sommet
de la bille et ainsi e�ectuer la mesure. Il est intéressant de faire apparaître la hauteur totale de chute

33
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Figure 2.1 � Dispositif d'impact 3D.

H = h + δ, puisque c'est cette quantité qui apparaît lorsque l'on considère l'énergie E totale dissipée
�nalement jusqu'à l'arrêt (chute libre dans l'air puis pénétration dans le milieu granulaire).

Le milieu granulaire est constitué de petites billes de verre de 300 à 400 µm de diamètre, de masse
volumique ρg = 2520 kg.m−3. Il est placé dans un cylindre de diamètre D (24 mm≤ D ≤ 190 mm) et
de profondeur B (23 mm≤ B ≤ 300 mm). De façon à obtenir des expériences reproductibles, le milieu
granulaire est préparé suivant la même procédure avant chaque lâcher de bille. Cette procédure consiste
à brasser le milieu de manière à le décompacter ; ce processus est répété un grand nombre de fois de
façon à ce que l'empilement de grains puisse être considéré comme aléatoire. Même si le milieu n'est pas
exactement dans le même état entre chaque crash la compacité de l'empilement aléatoire obtenu est sen-
siblement constante. Puis, on vient racler l'excédent de grains de la surface du milieu granulaire au niveau
du cylindre pour obtenir une surface plane. Avec cette procédure, la compacité du milieu granulaire est
proche de 63%. L'ensemble des paramètres utilisés est précisé sur la �gure 2.2.

Le processus d'expérimentation comporte plusieurs sources d'erreurs. Tout d'abord, le positionnement
du système. La surface du lit granulaire initiale n'est pas exactement normale à la direction de chute libre
(erreur d'angle de l'ordre d'un degré). De plus, la hauteur h de lâcher de la bille est mesurée avec
une précision de ±1 mm. Ensuite, des erreurs peuvent provenir de lecture sur la tige. En e�et, lorsqu'on
enfonce la tige, on peut ne pas toucher exactement le sommet de la bille (celle-ci peut d'ailleurs bouger très
légèrement à son contact). Si la bille dépasse de la surface du milieu granulaire, on estime la profondeur
de l'impact d'après une photographie agrandie du résultat. Combinée à l'erreur de lecture sur la tige
ou sur la photo, on estime que la mesure se fait �nalement à 2 mm près pour une bille de diamètre
d = 20 mm. Compte tenu des �uctuations inhérentes au dispositif expérimental, on réalise au moins huit
fois la même expérience pour ne conserver que la moyenne de ces résultats et l'écart-type. En�n, il faut
que le cratère formé après l'impact soit correctement centré par rapport au cylindre D. Si cette condition
n'est pas véri�ée, l'essai n'est pas validé (Fig. 2.3).
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Figure 2.2 � Schéma de l'expérimentation.

A�n de pouvoir lâcher la bille en chute libre d'une hauteur h, sans vitesse initiale et sans rotation, on
utilise deux méthodes selon la nature du matériau constituant la sphère. Pour les matériaux aimantables,
la bille est maintenue à l'aide d'un aimant et d'un coulisseau puis chute lorsque l'aimant est retiré
(Fig. 2.4).

Pour les matériaux non aimantables, on vient créer une dépression au dessus de la bille que l'on com-
mande à l'aide d'une trompe à eau (Fig. 2.4). Ainsi, la bille est lâchée sans vitesse initiale et impacte le
milieu granulaire après chute libre.

Durant la campagne d'essais, la température et le taux d'hygrométrie ont peu varié (respectivement
de 20�C à 24�C et de 35% à 42%). Il semblerait que ces deux paramètres dans la faible gamme de variation
mesurée n'ont eu aucune in�uence sur les mesures, car comme nous le verrons ci-après, celles-ci se sont
révélées très reproductibles.

En association avec tous ces dispositifs de mesure, on ajoute à ce montage un capteur à courant de
Foucault dédié à l'obtention de la position zp(t) du projectile au cours du temps depuis l'instant où il
impacte le milieu granulaire jusqu'a son arrêt à la profondeur δ. Ce capteur dont le fonctionnement est
détaillé au paragraphe �2.1.2 est situé sous le montage (c'est-à-dire �xé sous le cylindre contenant le
milieu granulaire) (Fig. 2.1), et permet d'enregistrer le déplacement d'un projectile sphérique en acier
dans le milieu granulaire.

Dans ce dispositif expérimental, pour résumer, on a la possibilité de faire varier
� la hauteur h de lâcher du projectile 0 mm≤ h ≤ 300mm,
� le diamètre d du projectile : 5 mm≤ d ≤ 40 mm,
� la masse volumique ρp du projectile : 1.1 · 103 kg.m−3 ≤ ρp ≤ 14.9 · 103 kg.m−3,
� le diamètre D du container de grains : 24 mm≤ D ≤ 190 mm,
� la profondeur B du container de grains : 23 mm≤ B ≤ 300 mm.

Impact 2D

En complément du dispositif expérimental 3D d'impact, on a choisi de construire une expérimentation
d'impact en milieu granulaire à deux dimensions (Fig. 2.5) pour visualiser à la fois le mouvement du
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Figure 2.4 � Dispositif de lâcher des billes. (a) Dispositif à aimantation pour billes aimantables et (b)
dispositif à dépression pour billes non aimantables.

projectile et celui des grains. Le milieu granulaire est alors placé entre deux plaques de verre, de dimensions
400 mm×470 mm parallèles et séparés de la distance b = 15 mm. Le projectile est un cylindre en acier de
diamètre d et de longueur juste inférieure à l'écartement entre plaques b. Le système de maintien et de
lâcher du projectile est constitué d'un aimant, analogue au dispositif 3D d'impact. La masse volumique
e�ective est arti�ciellement varié en évidant plus ou moins le cylindre d'acier. À l'aide d'une caméra
rapide, on peut suivre l'évolution du cylindre à travers le milieu granulaire. L'enregistrement est e�ectué
à la fréquence d'acquisition maximale de la caméra f = 1642 Hz en résolution maximale. De façon
à obtenir des expériences reproductibles, le milieu granulaire est préparé avant chaque lâcher de bille.
La préparation du milieu granulaire est identique à celle du dispositif 3D d'impact avec une compacité
moyenne résultante identique.

La plus grande di�culté de ce montage réside dans la gestion des jeux fonctionnels entre les parois
en verre, le cylindre en acier et les grains. En e�et, si des précautions lors de l'usinage et le montage
ne sont pas prises, il y a une très forte probabilité pour qu'un grain vienne se coincer entre la paroi
en verre et le projectile (Fig. 2.6). Ce phénomène mécanique peut bloquer complètement le cylindre et



2.1. DISPOSITIFS EXPÉRIMENTAUX 37

Caméra rapide Milieu granulaire

(billes de verre)

Cylindre en acier

Cellule de Hele-Shaw

Figure 2.5 � Schéma du dispositif expérimental 2D d'impact.

nuire considérablement à la qualité et la reproductibilité des expériences. En réalité, à cause des défauts
d'usinage et de montage, l'écartement entre les parois est b+ δb et la longueur du cylindre est b+ δl. On
ne prend pas ici en compte le défaut sur le diamètre d du cylindre car cette longueur n'intervient pas dans
ce problème. Pour un usinage parfait, on aurait δb = δl = 0, ce qui n'est pas réalisable dans la pratique.
Dans le cas où δb < δl, le cylindre ne peut pas pénétrer entre les parois en verre. Ainsi, la valeur δb étant
conditionnée par le montage, il faut s'assurer que pendant toute la pénétration on obtienne δb > δl. Dans
le cas de bon fonctionnement (δb > δl), le cylindre peut basculer légèrement et se mettre en travers. Il va
alors toucher les parois en deux points (Fig. 2.6). Le frottement entre les parois en verre et le cylindre en
acier se limitant à ces deux points, on le négligera et on considérera que le projectile est en chute libre
(cette hypothèse sera justi�ée a posteriori). Lorsque le cylindre est en travers dans la cellule, un grain
risque de se coincer entre le projectile et la paroi ; la �gure 2.6 schématise ce cas lorsque le jeu fonctionnel
δb− δl est trop important. Finalement, a�n qu'un grain ne vienne pas se coincer, il faut que l'espacement
généré par le basculement du cylindre soit inférieur à un demi-diamètre de grain, soit la condition (en
prenant un coe�cient de sécurité, c'est à dire un quart de diamètre de grain)

b+ δb− dg
4

= (b+ δl)

√
1−

d2g
4 d2

. (2.1)

À titre d'exemple, pour un cylindre de longueur b = 15 mm et de diamètre d = 20 mm, si la précision
du montage assure δb = 0.2 mm, on a alors −0.05 mm< δl < 0.2 mm. On voit tout de suite la di�culté
d'usiner à des précisions aussi faibles. Le montage de la cellule et l'usinage du cylindre sont intimement
liés. Cette condition impose aussi de ne pas choisir des grains de diamètre dg trop petit car plus les grains
sont petits plus le montage est exigeant. Pour éviter les blocages, on choisit de travailler toujours avec
des grains de diamètre dg > 0.5 mm.

Dans ce dispositif expérimental, les cylindres lâchés sont tous en acier de masse volumique ρp =
7800 kg.m−3 mais dont la masse volumique apparente peut être arti�ciellement variée, en évidant le
cylindre, de manière symétrique a�n de conserver son équilibrage. On obtient alors une masse volumique
apparente du cylindre inférieure à celle de l'acier.

Dans ce dispositif expérimental, pour résumer, on a la possibilité de faire varier
� la hauteur h de lâcher du projectile 0 mm≤ h ≤ 300 mm,
� le diamètre d du projectile : 10 mm≤ d ≤ 40 mm,
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Figure 2.6 � Cas pathologique d'un grain se coinçant entre le cylindre et les parois pendant la pénétra-
tion.

� la masse volumique ρp du projectile : 4.7 · 103 kg.m−3 ≤ ρp ≤ 7.8 · 103 kg.m−3,
� le diamètre dg des grains : 1 mm≤ dg ≤ 4 mm.

Pénétration à vitesse imposée 2D

Le dispositif mis en place pour les expériences de pénétration à vitesse imposée est similaire au dispo-
sitif expérimental d'impact 2D. On place un milieu granulaire dans une cellule de Hele-Shaw constituée
de deux plaques de verre de dimensions 230 mm ×130 mm et distantes de b = 40 mm. Un cylindre �xe de
longueur b et de diamètre d est relié par une tige �letée en acier de 6 mm de diamètre et de 30 mm de long
à un capteur de force situé au-dessus du montage (Fig. 2.7). Le milieu granulaire est préparé avant chaque
essai de la même manière que pour les impacts. La grande di�érence est que la vitesse de pénétration V0

est imposée. Pour cela, un moteur équipé d'une table de translation fait monter la cellule de Hele-shaw à
vitesse constante V0 alors que le cylindre reste �xe. Le moteur est un moteur pas à pas de type BLS-55
fabriqué par la société MAVILOR, sa vitesse nominale de rotation est de 3000 tr.min−1. La table de
translation est de type TMF3 fabriqué par la société Schneeberger, elle possède une course de 200 mm.
Cependant, la vitesse imposée délivrée par le moteur n'est pas exactement égale à la vitesse de consigne
mais cet inconvénient est sans conséquence sur les résultats expérimentaux. On �lme la pénétration du
cylindre à l'aide d'une caméra rapide, dans le référentiel du laboratoire �xe par rapport au projectile. Le
capteur de force permet de mesurer la résultante des contraintes sur le projectile pendant la pénétration.
On verra que l'in�uence de la tige �letée est négligeable sur la mesure de force.

Pour réaliser ce montage, on a dû respecter les contraintes de montage et d'usinage semblables à
celles précédemment dé�nies en impact. En plus de ces contraintes, il y a un guidage précis du cylindre
entre les parois à réaliser. Si on laisse le projectile �xe et que l'on monte la cellule verticalement à vitesse
constante, on risque en e�et d'obtenir un montage hyperstatique. Encore une fois ici, les défauts de
montage sont susceptibles de créer de l'arc-boutement et d'endommager irrémédiablement la cellule. Il
faut donc fabriquer un montage isostatique pour assurer un bon fonctionnement lors de la pénétration car
le moteur assure une vitesse constante avec une force qui peut devenir très grande. Pour cela, on utilise
le léger rotulage existant dans la liaison entre le cylindre et le bâti (Fig. 2.8). Il reste alors à rajouter
une liaison glissière transverse à déplacement limité entre la cellule et la sortie du vérin électrique piloté
par le moteur. On construit ainsi un montage isostatique qui n'endommage pas le matériel. Les mesures
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Figure 2.7 � Dispositif 2D de pénétration à vitesse imposée.
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Figure 2.8 � Schémas d'architecture représentant la cinématique des montages (a) hyperstatique et (b)
isostatique assurant le non-endommagement du matériel.

e�ectuées dans le référentiel du laboratoire permettent de visionner l'écoulement du milieu granulaire
dans le référentiel du cylindre (puisque celui-ci est �xe). On verra par la suite que ce sera notre référentiel
de travail.

Dans ce dispositif expérimental, pour résumer, nous avons fait varier les paramètres dans les gammes
suivantes :

� la vitesse V0 de déplacement de la cellule 0.4 mm.s−1 ≤ h ≤ 50 mm.s−1,
� le diamètre d du projectile : 10 mm≤ d ≤ 40 mm,
� le diamètre dg des grains : 0.5 mm≤ dg ≤ 4 mm.
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2.1.2 Mesures de trajectoires

On cherche à obtenir la position zp(t) et la vitesse du projectile vp(t).

Trajectoires en expérimentations 3D d'impact

Dans les expérimentations 3D d'impact, la sphère n'étant pas visible pendant sa pénétration dans
le milieu granulaire, nous avons utilisé un capteur à courant de Foucault (Fig. 2.1), qui est capable de
déterminer la position zp du projectile en fonction du temps. Ce système de mesure sans contact est
fabriqué par la société PM Instrumentation. Il est constitué d'une bobine parcourue par un courant
de haute fréquence qui produit, dans l'espace environnant ses extrémités, un champ électromagnétique
variable. Un objet métallique placé dans cette zone est le siège de courants induits appelés courants de
Foucault. Ces courants s'opposent à la cause qui leur a donné naissance. Ils créent donc une induction
de sens contraire à l'induction de la bobine ce qui entraîne une réduction du coe�cient d'auto-induction
de la bobine excitatrice. Dans le cas des matériaux ferromagnétiques, une perte additionnelle est due à
l'e�et d'hystérésis lors de la magnétisation du métal par le champ de la bobine excitatrice. Cela se traduit
par un signal d'amplitude réduite au niveau de la bobine excitatrice. C'est cette baisse d'amplitude qui
est détectée par l'analyseur de signal. Pour le bon fonctionnement de ce capteur, il a été nécessaire de
l'étalonner. Le comportement de ce capteur est linéaire avec un gain de 5, 73 mm.V−1 et il existe un o�set
dû à la présence du milieu granulaire. La fréquence d'échantillonnage du capteur est de 500Hz.
A�n d'obtenir des signaux moins bruités que les signaux bruts, on réalise six fois la même mesure en
moyennant les essais et on �ltre le signal avec une moyenne glissante sur trois points. En�n, a�n de
synchroniser le début de l'acquisition et le lâcher, la sphère est maintenue à l'instant initial à l'aide d'un
électro-aimant dont on coupe le courant lorsque l'on démarre l'acquisition. La �gure 2.9a présente une
courbe typique de zp(t) donnée par le capteur. Pour cet essai, le diamètre de la sphère est d = 30 mm et
la hauteur de lâcher est h = 60 mm. Comme h/d = 2, on considère que la hauteur de chute est petite.
La �gure 2.9a montre comment la profondeur de pénétration augmente avec le temps pour atteindre un
plateau qui est la profondeur �nale de pénétration δ. L'instant t = 0 est l'instant où la sphère entre en
contact avec le milieu granulaire. Cette mesure de la profondeur de pénétration δ est trouvée en bon
accord avec la mesure manuelle par la tige graduée que l'on a réalisé par ailleurs. La �gure 2.9b montre
l'évolution de la vitesse de pénétration vp(t) de la sphère au cours du temps. La vitesse vp(t) est obtenue
par dérivation de la courbe de position zp par rapport au temps. On constate que vp croît au début de la
pénétration, signe que la sphère continue d'accélérer alors qu'elle se situe dans le milieu granulaire, puis
passe par un maximum avant de décroître jusqu'à une vitesse nulle, signe de l'arrêt complet de la sphère.
Il est possible d'avoir accès à la durée de la pénétration ts que l'on appellera aussi par la suite temps
d'arrêt. La durée de pénétration ts est obtenue quand la vitesse du projectile devient à nouveau nulle.

Les mesures de trajectoires de l'expérimentation 3D d'impact ont été réalisées par Nadine Valade lors
de son stage de L3 en juin 2008 que j'ai participé à encadrer [85].

Trajectoires en expérimentations 2D d'impact

Dans les expériences 2D d'impact, la trajectoire du cylindre pendant sa pénétration dans le milieu
granulaire est obtenue par visualisation a�n de mieux repérer le cylindre au cours du temps. Une pastille
blanche est collée sur le cylindre peint en noir (Fig. 2.10). À l'aide du logiciel Igor Pro, on a pu déterminer
par un traitement numérique adapté la position zp(t) du cylindre au cours de sa chute. Puis par dérivation
numérique, on obtient sa vitesse vp(t).

La �gure 2.11a nous donne la position zp(t) du projectile à chaque instant pour un projectile en acier
de diamètre d = 10 mm, de longueur b = 15 mm lâché d'une hauteur h = 305 mm. Dans cet essai, le
rapport h/d = 30.5 indique que le projectile a été lâché d'une valeur haute. Cette �gure est obtenue en
faisant la moyenne sur trois essais semblables d'impact. En fait, on observe une très bonne reproductibilité
des essais. On voit que la position zp(t) croît au cours du temps. Deux régions existent : la phase de chute
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Figure 2.9 � Position (a) zp et vitesse (b) vp du projectile avec le dispositif d'impact 3D pour une sphère
en acier de diamètre d = 30mm lâchée d'une hauteur h = 60mm.

libre entre les plaques et la pénétration dans le milieu granulaire mais la limite entre ces deux régions
n'est pas facilement discernable.

Ces deux phases bien distinctes sont par contre bien visible sur la courbe de vitesse (Fig. 2.11b) :
la vitesse croît, passe par un maximum avant de décroître rapidement. La première partie de la courbe
(augmentation linéaire) correspond à la phase de chute libre du cylindre pour laquelle la pente positive
et constante correspond à la valeur de l'accélération de la pesanteur g ≃ 10 m.s−2. Les légères di�érences
obtenues en rapport avec la valeur réelle de g sont dans les barres d'erreur. La deuxième phase de cette
courbe (décroissance de la vitesse) correspond à la pénétration du cylindre dans le milieu granulaire. Avec
ces deux courbes, il est facile de remonter aux quantités telles que la profondeur �nale de pénétration δ
et la durée de la pénétration ou temps d'arrêt ts (Fig. 2.11).

Il y a cependant une légère erreur commise lors de la distinction des phases de chute libre et de
pénétration. En e�et, il se peut que le projectile continue d'accélérer lorsqu'il est en contact avec le milieu



42 CHAPITRE 2. DISPOSITIFS EXPÉRIMENTAUX ET NUMÉRIQUES
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Figure 2.10 � Visualisation d'une expérience 2D d'impact : le cylindre peint en noir est repéré par une
pastille blanche.
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Figure 2.11 � Position (a) zp et vitesse (b) du projectile avec le dispositif d'impact 3D pour un cylindre
en acier de diamètre d = 10 mm lâché d'une hauteur h = 305 mm dans une cellule de Hele-Shaw de
largeur b = 15 mm.

granulaire dans les tous premiers instants de la pénétration. Mais les erreurs commises sur l'estimation
du temps d'arrêt du projectile ts et sur la profondeur de pénétration δ sont faibles et comprises dans les
barres d'erreur.

2.1.3 Mesures de champ de vitesse et température granulaire

Dans les expériences 2D d'impact et de vitesse constante où la visualisation est possible, nous avons
obtenu la vitesse instantanée des grains par une technique de corrélation d'images (PIV) avec le même �lm
qui a permis d'obtenir la vitesse du projectile. La PIV (Particle Image Velocimetry) est une méthode de
visualisation non intrusive permettant de déterminer le champ de vecteur vitesse d'un écoulement. Cette
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Figure 2.12 � Image typique extraite du �lm de pénétration de cylindre par impact avec masque sur le
cylindre pour traitement PIV et mesure du champ de vitesse des grains.

méthode calcule un champ de vecteur vitesse à partir de la di�érenciation de deux images successives
d'un �lm constituant un écoulement. Une image étant constituée d'objets caractéristiques de taille �nie
(traceurs), l'algorithme de PIV va déterminer le déplacement local de ces objets d'un instant à l'autre.
Dans le cas des milieux granulaires, les grains font o�ce de traceurs. Contrairement au �uide classique,
il n'est pas nécessaire d'utiliser une nappe laser mais cela nécessite un éclairage su�sant des grains.
Contrairement à la PIV classique dans un �uide, on utilise ici les grains eux-mêmes comme traceurs.
Pour avoir su�samment de lumière, deux lampes placées frontalement au dessus de la caméra éclairent
le milieu granulaire par le devant. Ensuite, la partie supérieure des images du �lm est supprimée pour
ne pas avoir le re�et des lampes dans l'image. A�n d'améliorer le contraste et pouvoir isoler les grains,
un fond noir est placé derrière le dispositif expérimental. A�n d'avoir uniquement la vitesse des grains
nous supprimons arti�ciellement le projectile dans les �lms : le projectile étant initialement peint en noir
et repéré uniquement par sa pastille blanche, on remplace cette pastille par un carré noir (Fig. 2.12),
rendant le projectile invisible lors du calcul PIV.

Le logiciel de PIV DAVIS que nous avons utilisé fournit la vitesse des grains au cours du temps
(Fig. 2.13). Plus précisément le logiciel utilise deux images (deux matrices) de taille N × M pixels et
estime le déplacement entre deux sous-divisions par corrélation. Il produit ensuite deux matrices de taille
N∗ × M∗, une pour la composante verticale et une pour la composante horizontale de la vitesse. Les
dimensions N∗ et M∗ dépendent de la taille des boîtes sur lesquelles sont calculées les corrélations. Au
�nal, ce logiciel fournit un champ de vitesse cartésien avec une résolution spatiale qui dépend du calcul
e�ectué.

On utilise ensuite le logiciel IGOR Pro pour extraire des pro�ls de vitesses selon n'importe quelle ligne
de l'espace. Ainsi le champ de vitesse des grains v se décompose dans un espace cartésien sous la forme
v(x, z, t) = vx(x, z, t)ex + vz(x, z, t)ez (Fig. 2.14). Un exemple de traitement est illustré sur la �gure 2.14
(cas 2D à vitesse imposée). La ligne rouge de la �gure 2.14a indique la ligne le long de laquelle les pro�ls
de vitesse vx et vz sont extraits tandis que la tâche noire représente le projectile (Fig. 2.14b et 2.14c). On
constate que les points correspondant au projectile, dont la vitesse est nulle par construction du montage
(tandis que la vitesse des grains est non nulle) correspondent aux vitesses vx = 0 et vz = 0. De plus, on
constate que la composante de vitesse vz est paire et que sa valeur décroît lorsqu'on s'éloigne du projectile
tandis que la composante de vitesse vx est impaire et décroît quand on s'éloigne du projectile.

Pour avoir une idée de la compressibilité ou de l'incompressibilité de l'écoulement granulaire, nous
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Figure 2.13 � Champ de vitesse typique des grains obtenu par traitement d'images PIV dans une
expérience 2D à vitesse imposée. L'amplitude de la vitesse est codée en couleur.

avons calculé la divergence du champ de vitesse v. Or, il est clair que loin du projectile la vitesse des
grains les uns par rapport aux autres est nulle. On peut alors considérer que le milieu granulaire qui n'est
pas ou très peu sollicité possède une divergence nulle. Cependant, lors du calcul DAVIS de la divergence,
le logiciel trouve une valeur de la divergence non nulle (mais faible). La vitesse du son dans un milieu
granulaire constitué de billes de verre de 1 mm est de l'ordre de 0.1 m.s−1 [5]. En utilisant le nombre de
Mach, on constate a posteriori que l'écoulement est à nombre de Mach élevé au début de la pénétration
(là où les vitesse sont importantes, c'est-à-dire à l'impact) et à nombre de Mach faible à la �n de la
pénétration. Dans la suite, on ne tiendra pas compte de cet impact. Maintenant, en étudiant de plus près
la divergence dans la zone proche du projectile, c'est-à-dire la zone la plus sollicitée mécaniquement, on
constate que la valeur de la divergence est de moins d'un ordre de grandeur supérieure à la valeur de la
divergence du bruit expérimental. On considérera donc par la suite le milieu granulaire comme un milieu
incompressible qui véri�e

div v = 0. (2.2)

Cette approximation est vraie pour les expérimentations 2D à vitesse imposée et nous avons constaté
qu'elle est aussi vraie pour les expérimentations 2D avec impact mais seulement dans la zone dite dense
de l'impact. Cette phase dense est située sous le projectile, elle est à opposer à la phase lâche qui est la
phase où les grains commencent à être éjectés au dessus du projectile. D'une autre manière, �nalement,on
peut présenter la phase dense de l'impact comme la zone de grains où la divergence du champ de vitesse
est nulle.

Dans nos expériences 2D à vitesse imposée en régime stationnaire, la température granulaire T est
dé�nie comme la moyenne du carré des �uctuations de vitesse. Si on regarde l'évolution de la vitesse en
un point de la phase dense au cours du temps (Fig. 2.15), on voit que les composantes de la vitesse vz
�uctuent dans le temps autour d'une valeur moyenne < v >. Il est alors possible de dé�nir une vitesse
moyenne temporelle et de calculer la température granulaire en tout point de l'espace dé�nie par

T (x, z) =< ∥v(x, z, t)− < v(x, z, t) > ∥2 > . (2.3)

Dans les expériences d'impact, le mouvement étant très instationnaire, il n'est pas facile de dé�nir
une vitesse moyenne temporelle et donc les �uctuations de vitesses et ainsi une température granulaire T .
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Figure 2.14 � Pro�ls de vitesse vx et vz extraits après calcul PIV le long de la ligne matérialisée en
rouge dans le cas d'une expérience de pénétration quasi 2D (V0 = 17 mm.s−1, cylindre d = 40 mm, de
longueur b = 40 mm et dg = 1 mm).
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Figure 2.15 � Évolution temporelle de la vitesse vx (a) et vz (b) en un point (x = 40 mm, z = 20 mm)
dans une expérience de pénétration 2D à vitesse imposée (V0 = 17 mm.s−1, cylindre d = 40 mm,
de longueur b = 40 mm et dg = 1 mm). On obtient les vitesses moyennes < vx >= 0.2 mm.s−1 et
< vz >= 16.4 mm.s−1 et les �uctuations de vitesses δvx = 0.075 mm.s−1 et δvx = 0.084 mm.s−1.
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2.1.4 Mesures de forces

À partir du capteur d'e�ort placé sur le dispositif expérimental 2D à vitesse imposée, nous mesurons
la force exercée par le milieu granulaire sur le projectile. Ce capteur de force, modèle FN3030 fabriqué
par la société FGP Sensor, est un capteur de traction-compression avec un corps d'épreuve en �S�. Son
étendue de mesure permet des forces allant jusqu'à 50 N avec une précision de 0.1%. Après étalonnage de
ce capteur, le gain de celui-ci est 90.5 N.mV−1. Pour un cylindre en acier de diamètre d = 20 mm et de
longueur b = 40 mm (donc de masse m = 98 g), le chargement initial cylindre-tige-capteur ressenti par
le capteur alors en traction est de 1.75 N. Ensuite, en enfonçant le projectile dans le milieu granulaire, le
capteur passe d'un état de traction à un état de compression. Pour chaque choix de vitesse imposée, on
a réalisé cinq essais semblables en pratiquant la même méthode de préparation du milieu granulaire. La
�gure 2.16a représente un exemple de 5 essais d'évolution de la force exercée par le milieu granulaire sur
le cylindre en fonction de sa profondeur zp. Pour obtenir la force exercée sur le projectile, on retranche la
valeur du chargement initial. À zp = 0, le cylindre entre en contact avec le milieu granulaire. On remarque
que les mesures correspondants à ces di�érents essais sont bien reproductibles, avec peu de �uctuations
par rapport à la moyenne. Dans la suite, on prendra comme mesure de la force la moyenne des résultats
des cinq essais correspondant à une con�guration donnée 2.16b. Pour zp < 0, on remarque que la force
est légèrement positive au lieu d'être nulle. Cette force résiduelle est la force de frottement due aux parois
en verre sur le cylindre. Dans le cas d'un cylindre de diamètre d = 20 mm et de longueur b = 40 mm,
cette force de frottement est évaluée à 2.3 N. Dès que le cylindre s'enfonce dans le milieu granulaire, cette
force de frottement aux parois devient négligeable devant la force exercée par le milieu granulaire.

20

15

10

5

0

F
 (

N
)

706050403020100

zp  (mm)

20

15

10

5

0

F
 (

N
)

706050403020100
zp  (mm)

  essai 1
  essai 2
  essai 3
  essai 4
  essai 5

(a) (b)

Figure 2.16 � Force F mesurée sur le cylindre en fonction de la profondeur de pénétration zp (a) pour
5 essais semblables et (b) moyennée sur ces 5 essais.

2.2 Dispositifs numériques

En parallèle des dispositifs expérimentaux décrits précédemment, nous avons utilisé deux codes numé-
riques. Le premier code qui simule l'impact d'un projectile en milieu granulaire, est un code de dynamique
moléculaire à deux dimensions, où le milieu granulaire est modélisé comme un ensemble de particules
discrètes qui interagissent les unes avec les autres selon des lois de collision. Dans le second code, nous
avons modélisé le milieu granulaire comme un milieu continu et mis alors en place la résolution des équa-
tions de la mécanique des milieux continus à deux dimensions, pour simuler le déplacement de cylindre à
vitesse constante. Ces deux codes numériques ont été développés en collaboration avec Jérôme Crassous
de l'Institut de Physique de Rennes et sont présentés ci-dessous.
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2.2.1 Description du code de dynamique moléculaire

Étant donné le caractère discret du milieu granulaire impacté, il apparaît naturel d'utiliser une mé-
thode discrète pour simuler l'impact d'un projectile dans un milieu granulaire. La méthode discrète utilisée
ici est de type dynamique moléculaire [19]. On considère ici que les particules sont des sphères molles,
qui se déforment élastiquement sous les actions mécaniques. Sous ces actions mécaniques, la surface de
contact entre les particules évolue : une loi de comportement régulière permet de lier la déformation des
particules à l'action mécanique subie. Nous avons choisi d'adopter une méthode de dynamique moléculaire
pour sa simplicité de mise en ÷uvre. La particularité de cette méthode est qu'elle ne fait pas intervenir
le coe�cient de friction microscopique f entre les grains. Il reste bien sûr une friction macroscopique qui
peut être vue comme la gêne stérique entre grains.

Description de la méthode

Pour intégrer les équations du mouvement, nous avons utilisé l'algorithme de Verlet. Les particules
constituant le milieu granulaire sont repérées par les coordonnées de leur centre au cours du temps,
notées par le vecteur position r(t). Pour le calcul de la position au pas de temps suivant, on utilise un
développement de Taylor autour de t :

r(t+∆t) = r(t) + v(t)∆t+
F (t)

2m
∆t2 +

∆t3

3!

d3r

dt3
+ o(∆t3), (2.4)

où v(t) = dr/dt est la vitesse de la particule et F (t)/m = d2r/dt2 son accélération avec F (t) la force
exercée sur la particule à l'instant t. En faisant la somme des positions aux pas de temps suivant et
précédent, les termes impairs en ∆t et ∆t3 s'annulent :

r(t+∆t) + r(t−∆t) = 2r(t) +
F (t)

m
∆t2 + o(∆t3), (2.5)

soit,

r(t+∆t) ≃ 2r(t)− r(t−∆t) +
F (t)

m
∆t2. (2.6)

En faisant au contraire la di�érence des positions successives, on fait apparaître la vitesse :

r(t+∆t)− r(t−∆t) = 2v(t)∆t+ o(∆t2), (2.7)

ce qui donne pour la vitesse :

v(t) ≃ r(t+∆t)− r(t−∆)

2∆t
. (2.8)

La vitesse est donc obtenue par un schéma centré [Eq. (2.8)] au contraire de la position. Les équations
(2.6) et (2.8) constituent l'algorithme de Verlet. Il reste alors à déterminer la force F pour pouvoir utiliser
l'algorithme de Verlet.

Nous prendrons comme force de contact entre deux particules la force répulsive normale donnée par
la théorie de Hertz :

Fn = −ka
3
2 (2.9)

où a est la profondeur d'interpénétration entre les sphères, et k un coe�cient de raideur qui dépend des
propriétés élastiques du matériau constituant les sphères. En notant E le module d'Young, νp le coe�cient
de Poisson et R le rayon des sphères, le coe�cient de raideur k s'écrit, pour deux sphères identiques et
de même matériau
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k =

√
RE

3(1− ν2p)
. (2.10)

Finalement, on peut exprimer :

k ∼
√
RE. (2.11)

Pour intégrer la force dans le calcul, il est nécessaire d'utiliser un pas de temps numérique su�samment
petit par rapport au temps de collision τ a�n de garantir que le phénomène de collision a bien été
capturé par le code. Le temps de collision τ peut être vu comme le temps que va mettre la particule
impactante (grains) à transformer l'énergie cinétique initiale en énergie élastique. Pour cela, on fait un
bilan énergétique. L'énergie cinétique est :

Ec ∼ mv2i , (2.12)

où m est la masse d'une particule et vi sa vitesse. L'énergie élastique peut être vue comme le travail
de Fn pendant l'interpénétration des particules :

Ee ∼
∫ a

0

√
REx

3
2 dx, (2.13)

soit,

Ee ∼
√
REa

5
2 . (2.14)

En écrivant l'équilibre énergétique entre l'énergie élastique maximale atteinte lorsque que l'interpéné-
tration et maximale (a = amax) et l'énergie cinétique initiale, on obtient :

mvi
2 ∼

√
REamax

5
2 . (2.15)

L'ordre de grandeur de la durée de collision est donné par τ ∼ amax/vi et en l'injectant, il vient :

τ ∼
(

m2

RviE2

) 1
5

. (2.16)

Le pas de temps ∆t de l'algorithme de Verlet doit être choisi assez petit devant le temps de collision
τ a�n que l'on puisse bien calculer les collisions.

L'inconvénient de ce modèle de force purement élastique est de ne pas prendre en compte une éventuelle
dissipation dans la collision. Pour cela on implémente dans le modèle de Hertz un terme de dissipation
visqueuse, tel que la force s'écrive alors :

Fn = −ka
3
2 − λd

da

dt
(2.17)

Le coe�cient λd est relié au coe�cient de restitution en par la relation

en = exp

(
−λd

m
τ

)
. (2.18)

Par un développement limité de 2.18, on constate que le coe�cient de restitution en est lié à la vitesse
d'impact Vi par une relation du type (1− en) ∝ V

1/5
i : pour des vitesses normales de collision de l'ordre

du m.s−1, on a en ≃ 0.9 [76].
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On rappelle que le milieu granulaire des expérimentations est constitué de billes de verre de rayon
R = dg/2 = 0.5 mm et masse volumique ρg = 2500 kg.m−3. La masse d'un grain est mg = 4πρpR

3/3 =
1.3× 10−6 kg. On utilise comme valeur du module d'Young celui du verre E = 69000 MPa. Le projectile
est un disque de masse volumique ρ et de diamètre d. La boîte contenant l'ensemble du milieu granulaire
est une boîte carrée dont le coté peut varier de 100dg à 1600dg. Il peut être nécessaire d'augmenter
la taille de cette boîte dans le cas d'impacts à grande vitesse pour lesquels les projectiles s'enfoncent
profondément. De plus, cette boîte est fermée : aucun grain ne peut s'en échapper, et les grains éjectés
retombent sur le milieu granulaire.

Avant de réaliser un essai numérique, il est nécessaire de créer l'empilement de grains sur lequel le
projectile va venir impacter. Pour créer cet empilement initial, on laisse sédimenter par gravité une masse
en suspension de particules, avec une compacité très faible ϕ = 0.085 (les grains ne sont pas en contact les
uns avec les autres). Les particules ne sont pas choisies monodisperses mais légèrement polydisperses pour
éviter une structure cristalline du milieu. Les rayons des particules sont compris entre R+∆R et R−∆R
(∆R/R est ici un nombre sans dimension en général pris à 0.2). Le choix initial du rayon de chaque
particule est fait de manière aléatoire. La compacité initiale du milieu ainsi obtenu est ϕ = 0.83. En rai-
son de la faible polydispersité, cette valeur est légèrement plus élevée que pour l'empilement aléatoire de
disques monodisperses (ϕ = 0.82) mais très inférieure à celle de l'empilement régulier compact (ϕ = 0.90).

Il su�t maintenant de placer un projectile dans cette con�guration de référence. On choisit la vitesse
d'impact Vi du projectile. On impose aussi le diamètre du projectile d et la masse Mp de celui-ci en
imposant les rapports d/(2R) et Mp/m. Le code donne au pas de temps souhaité les positions de chaque
élément (projectile et grains). La �gure 2.17 montre les positions des grains et du projectile à un instant
donné, issues de notre code de dynamique moléculaire.

zp
δ

(a)   t=0 (b)   t=25ms (c)   t=78ms

Figure 2.17 � Instantanés (a) initial (t = 0), (b) courant (t = 25 ms) et (c) �nal (t = 78 ms) de l'impact
d'un projectile (d = 10 mm, ρ/ρg = 1) à vitesse d'impact Vi = 1 m.s−1 dans un milieu granulaire simulé
par un code de dynamique moléculaire.

Position du projectile

Dans le code numérique, on repère la position du projectile par les coordonnées zp et xp de son point
bas en fonction du temps, où zp est donc la distance entre la surface libre initiale horizontale du mi-
lieu granulaire et le point le plus bas du projectile, et où xp est la déviation latérale du projectile par
rapport à sa position initiale dans le milieu granulaire. La pénétration augmente avec le temps jusqu'à
atteindre son maximum δ au temps ts pendant que le projectile dévie faiblement mais continûment dans
un sens (Fig. 2.18). On remarque qu'il y a une remontée du projectile à la �n de la pénétration. On peut
attribuer cet e�et à l'absence de frottement microscopique dans la relation de comportement et au fait
que la cellule est fermée. En e�et, les grains éjectés pendant le processus de collision sont redéposés à
la surface du milieu granulaire, exerçant ainsi une légère surpression sur les cotés et faisant remonter le
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Figure 2.18 � Profondeur de pénétration zp en fonction du temps t en comparaison avec la dérive radiale
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Figure 2.19 � Vitesse du projectile vp(t) en fonction du temps.

projectile. Dans la suite, nous considérons que le maximum de pénétration correspond à la valeur �nale
de la pénétration et que ts est le temps d'arrêt correspondant. Si l'on regarde de plus près l'empilement
initial, on remarque que celui n'est pas tout à fait symétrique (Fig. 2.17). Il y a plus de grains à gauche du
projectile qu'à droite. Cette non-horizontalité du milieu initial est sans doute à l'origine du déplacement
latéral du projectile. A l'arrêt, le projectile se trouve en δ = zp(ts) et xp(ts), avec un rapport xp(ts)/zp(ts)
inférieur à 4% dans tous les cas. On peut donc considérer cette déviation comme négligeable et que la
valeur de δ n'est pas a�ectée par le faible déplacement latéral.

Il est possible d'obtenir aussi la vitesse vp(t) du projectile au cours du temps. Pour cela, il su�t de
faire une dérivée numérique de la position zp(t) (Fig. 2.19). On constate que la vitesse décroît au cours du
temps. La partie de la courbe où la vitesse est négative correspond à la remontée du projectile discutée
plus haut.
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Accélération du projectile

La détermination de l'accélération du projectile est importante puisque qu'elle est directement reliée à
la force exercée par le milieu granulaire sur le projectile via le principe fondamental de la dynamique. Il est
possible de sauvegarder la position du projectile à chaque instant. La �gure 2.20 montre l'accélération du
projectile pendant la phase de pénétration pendant 0.21 ms. On remarque que cette courbe est composée
d'une alternance entre des pics d'accélération et des phases où l'accélération semble être égale à la gravité
g = −9.81 m.s−2. Ces pics correspondent aux collisions du projectile avec les grains. Lorsqu'il n'y a pas
de collision avec des grains, le projectile est soumis uniquement à la gravité. Le choix du pas de temps
numérique de 0.1µs permet de capturer complètement la collision, une collision se faisant alors environ en
60 pas de temps. Cependant, l'ordre de grandeur de la durée d'une simulation étant de l'ordre du million
de pas de temps, il n'est pas possible de garder l'accélération du projectile à chaque instant sur toute
la durée de la pénétration pour des problèmes de stockage, les �chiers devenant beaucoup trop lourds
et di�ciles à gérer. L'algorithme de Verlet donnant directement la position du projectile et des grains
à chaque instant, nous stockons ces données tous les 5000 pas de temps. En dérivant la position zp du
projectile deux fois, on retrouve l'accélération moyenne du projectile sur 5000 pas de temps, soit 0.5 ms.
La �gure 2.21 présente cette accélération moyenne du projectile sur toute la durée de la pénétration. Ce
signal est très piqué lui aussi. Après le fort pic correspondant à l'impact, on remarque que l'accélération
devient plus faible mais reste très �uctuante jusqu'à l'arrêt.

On peut comparer ce signal aux signaux d'accélération mesurés expérimentalement par Goldman et
Umbanhowar [38] à l'aide d'un accéléromètre disposé dans le projectile (Fig. 1.15). L'allure donnée par
leur accéléromètre semble relativement di�érente de la courbe que nous obtenons. Cependant, leur courbe
expérimentale est obtenue pour un dispositif expérimental 3D (le projectile et les grains sont sphériques)
sont 2D (le projectile et les grains sont disques). Pour comparer les deux, il faut tenir compte de cette
di�érence 2D/3D. Dans nos simulations 2D, le projectile est de diamètre d = 30dg et de masse volumique
ρ = ρg avec la vitesse d'impact Vi = 1 m.s−1. Si notre dispositif 2D ne représente qu'une tranche du
dispositif 3D, alors le nombre de collisions sera d/(ϕdg) = 30/(0.83 ∗ 1) ≃ 40 fois plus grand en 3D. A�n
de représenter au mieux un essai 3D, il faut donc simuler une quarantaine d'essais 2D et les moyenner
temporellement. Pour e�ectuer ces essais, on réalise des lâchers à di�érentes positions en x du projectile
(∆x = 0.5 mm). La �gure 2.22 montre que le projectile s'enfonce toujours de la même manière quelle
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Figure 2.20 � Accélération du projectile en fonction du temps sur un très court intervalle de temps
(∆t = 0.08 ms) au cours de la pénétration.
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Figure 2.22 � Profondeur de pénétration zp en fonction du temps pour 40 essais similaires avec des
positions initiales de projectile légèrement di�érentes en x.

que soit la position de lâcher en x. La �gure 2.23a présente le signal d'accélération brut d'un essai. La
�gure 2.23b montre la moyenne calculée sur les 40 essais. On voit qu'elle reste assez bruitée avec une
allure assez di�érente de celle obtenue expérimentalement par Goldman et Umbanhowar [38]. Cependant,
leur signal d'accélération est �ltrée par un �ltre de Bessel à deux pôles (�ltre passe-bas). La �gure 2.23c
donne le signal d'accélération après réalisation d'une moyenne glissante du signal sur 2000 points (c'est
aussi un �ltre passe-bas). On voit que ce signal est maintenant comparable aux signaux expérimentaux
d'accélération observés par Goldman et Umbanhowar [38]. Cependant dans la suite du travail, il n'était
pas possible d'utiliser cette méthode à chaque fois pour obtenir le signal d'accélération car ce procédé
nécessite un temps de calcul supérieur à celui d'une thèse ! C'est pour cela qu'on utilise la dérivée seconde
de la position comme signal d'accélération pour chaque essai sur 5000 pas de temps.
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Figure 2.23 � (a)Accélération brute en fonction du temps pour un essai. (b) Accélération moyennée sur
40 essais similaires. (c) Accélération moyenne �ltrée.
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Pro�ls de vitesses

Étant donné que le code fournit la position du projectile mais aussi de tous les grains entre deux pas
de temps, il est possible de reconstituer le champ de vitesse des grains v. Pour cela, on calcule la vitesse
des grains par la simple dérivation de leur position. De la même façon que pour les expérimentations 2D,
il est possible d'extraire des pro�ls de vitesses selon n'importe quelle ligne de l'espace. Comme il a été
observé expérimentalement, le champ de vitesse des grains v se décompose dans un espace cartésien sous
la forme v(x, z, t) = vx(x, z, t)ex + vz(x, z, t)ez et peut être analysé avec IGOR comme présenté sur la
�gure 2.24. Sur la �gure 2.24, on présente la composante vz : lorsque vz > 0, le champ est de couleur
verte, lorsque vz < 0, le champ est de couleur rouge. On voit que l'on peut extraire des pro�ls selon une
ligne choisie dans l'image, cette ligne est en noire sur la �gure. On extrait alors les pro�ls de vitesse vz
selon cette ligne. On peut réaliser le même travail avec la composante vx.
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Figure 2.24 � Résultats obtenus pour les paramètres Vi = 1 m.s−1, d/dg = 20. (a) Position des grains
et du projectile à un instant t = 50 ms : les points verts indiquent une vitesse verticale positive, les points
rouges indiquent une vitesse négative. (b) Pro�l de vitesse vz extrait le long de la ligne noire sur la �gure
(a).
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2.2.2 Code de résolution des équations de conservation

Dans le chapitre 1, nous avons présenté les équations de la théorie cinétique pour les milieux granulaires
[Eq. (1.18) et (1.26)]. Le milieu granulaire est alors vu comme un �uide avec une rhéologie particulière.
Dans cette partie nous allons exposer les éléments qui permettent de résoudre les équations de la méca-
nique des milieux continus stationnaires [Eq. (1.18)] mais sans tenir compte du terme de production de
chaleur provoqué par l'écoulement dans l'équation de la chaleur (� : D) et sans considérer les équations
phénoménologiques de la théorie cinétique [Eq. (1.26)].

Résolution de l'équation de quantité de mouvement

On souhaite résoudre ici l'écoulement stationnaire à deux dimensions d'un �uide newtonien de vitesse
V0 autour d'un cylindre immobile. Cet écoulement est décrit par l'équation de Navier-Stokes qui peut se
mettre sous la forme

ρg (Grad v) v = Div(�) (2.19)

où � est le tenseur des contraintes. Le �uide étant newtonien, il obéit à la loi de comportement suivante

� = −p1+ 2ηD, (2.20)

où η est la viscosité dynamique constante et D est le tenseur taux de déformations. On rappelle que

D =
1

2

(
Grad v + Grad v T

)
, (2.21)

avec l'hypothèse supplémentaire d'incompressibilité Tr(D) = 0. L'objet autour duquel s'écoule le
�uide est un cylindre de diamètre d. Les conditions limites sont v = V0 ez sur les bords du domaine de
calcul (qui est une boîte carrée) et v = 0 sur la surface de du cylindre.

Pour résoudre ces équations, on va utiliser une méthode de Boltzmann sur réseau (appelé aussi Lattice-
Boltzmann) [57, 70, 88]. La méthode Lattice-Boltzmann fait intervenir des fonctions de distributions
capables de représenter les quantités macroscopiques telles que la densité de particules np et la vitesse
v. Ces distributions sont dé�nies sur l'espace des positions x et l'espace des vitesses c, elles sont donc
de la forme f(x, c, t). Lors de la discrétisation, l'espace des vitesses est découpé selon un ensemble de
directions privilégiées �nies à laquelle on associe une fonction de distribution fk = fk(x, t) où k représente
une de ces directions de l'espace. Les vecteurs vitesse utilisés dans le cas discret représentent la relation
spatiale entre une cellule du réseau et ses plus proches voisins. À deux dimensions, on utilise par exemple
fréquemment le réseau D2Q9i qui contient neuf vecteurs, un pour chacun des huit voisins, et un pour le
vecteur nul représentant des particules au repos ne quittant pas la cellule (Fig. 2.25). L'algorithme de
Lattice-Boltzmann se fait en deux étapes. La première étape est une étape de propagation du �ux de
particules d'un n÷ud du réseau xij vers les n÷uds voisins. Cette équation de propagation s'écrit

fk(xij + ck, t+ 1)− fk(xij , t) = Ωk(xij , t), (2.22)

où Ω représente l'opérateur de collision entre particules. La deuxième étape est celle de l'équilibre, la
collision entre particules s'écrit comme la relaxation vers un équilibre local (méthode BGK). Dans ce cas
l'opérateur de collision Ω s'écrit

Ωk(xij , t) = −ω(xij , t)
(
fk(xij , t)− feq

k (xij , t)
)

(2.23)

où feq
k est une version discrète de la distribution de Maxwell-Boltzmann et qui ne dépend que des

quantités macroscopiques sous la forme



2.2. DISPOSITIFS NUMÉRIQUES 57

feq
k = tk

(
np +

1

c2s
(ck · v) + 1

2c4s
(ck · v)2 − 1

2c2s
||v||2

)
(2.24)

où cs = 1/
√
3 est la vitesse du son et tk sont les coe�cient de la distribution d'équilibre à v = 0. Le

paramètre de relaxation est relié à la viscosité cinématique ν du �uide selon la relation

ν =
1

6

(
2

ω
− 1

)
. (2.25)

On peut reconstituer les quantités macroscopiques grâce aux fonctions de distributions. Ainsi, on
obtient

np =
∑

fk et v =
∑

ckfk (2.26)

Dans le cas d'un �uide incompressible, il existe une relation entre la densité de particules et la pression
p/ρg = c2snp.
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Figure 2.25 � Représentation des directions de propagation d'un n÷ud du réseau pour un modèle
Lattice-Boltzmann D2Q9.

A�n de valider le code, nous avons d'abord réalisé des cas simples et connus en modélisant des �uides
incompressibles de masse volumique ρf et de viscosité dynamique ηf . Nous avons ainsi regardé l'in�uence
du nombre de Reynolds Re sur la force de traînée Fd d'un cylindre de diamètre d. On rappelle que
le nombre de Reynolds représente le rapport entre les forces d'inertie et les forces visqueuses, il s'écrit
Re = ρfV0d/η. La force de traînée est calculée en intégrant le pro�l de vitesse sur le volume de contrôle,
soit

Fd =
1

3V0

∫ aval

amont

npvydx. (2.27)

On compare cette force à une force théorique Fth pour les bas nombres de Reynolds (Re ≪ 1).
Cependant, le calcul théorique de la force n'est pas simple puisque dans le cas de l'écoulement autour
d'un cylindre, on ne peut jamais s'a�ranchir de la présence des parois. La géométrie d'un cylindre dans
une boîte carré étant complexe d'un point de vue théorique, on connaît seulement l'expression théorique
de la force au cas d'un �uide contenu dans un cylindre de diamètre B s'écoulant autour d'un cylindre de
diamètre d (plus complexe d'un point de vue résolution numérique) par un développement limité [41]

Fth = 4πη
V0

ln
(
B
d

)
− 1

. (2.28)

La �gure 2.26a montre l'évolution du rapport Fd/Fth en fonction de Re. On constate que pour les
faibles nombres de Reynolds, le rapport Fd/Fth vaut environ 1.2 au lieu de 1. Ces 20% d'écart sont à
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Figure 2.26 � (a)Rapport de force Fd/Fth en fonction de nombre de Reynolds Re. Points expérimentaux
(◦) et ajustement linéaire (−−). (b) Pro�l de vitesse typique vz/V0 à faible Reynolds (Re = 0.6).

mettre dans la di�érence de con�guration géométrique (la simulation se place dans le cadre d'un �uide
contenu dans un boîte carrée s'écoulant autour d'un cylindre) et dans le fait que Fth est issue d'un
développement limité. Pour les grands nombre de Reynolds, le rapport Fd/Fth augmente avec Re pour
tendre vers une évolution linéaire de Fd/Fth avec Re. Ce comportement tel que Fd ∝ V 2

0 est bien le
comportement aux grands nombres de Reynolds. Le pro�l de vitesse vz/V0, tracé pour les x croissants à
partir du centre du cylindre 2.26b, ressemble à pro�l de Poiseuille décentré, dû aux conditions limites sur
le cylindre et le bord avec une survitesse à cause de la conservation du débit sur une section plus faible
au niveau du cylindre.

La résolution avec une méthode BGK ne s'imposait pas ici. Cependant, la méthode BGK est une
méthode utilisée pour résoudre les écoulements instationnaires. Dans un premier temps, on s'est contenté
de l'utiliser pour résoudre des équations stationnaires dans l'espoir de pouvoir l'étendre plus tard à des
équations instationnaires et donc modéliser l'impact d'un projectile en milieu granulaire.

Résolution de l'équation de la chaleur

On souhaite résoudre ici l'équation de la chaleur dans le cas d'une sphère chaude dans un �uide
immobile avec un terme de dissipation qui évolue linéairement avec la température. Dans ce cas, l'équation
de la chaleur s'écrit

ρg
dT

dt
= div(κgrad T )− γT (2.29)

où κ est la conductivité thermique et γ un coe�cient de dissipation volumique de chaleur (κ et γ sont
constants). Dans un �uide immobile, si on cherche une solution stationnaire pour un écoulement 2D
axisymétrique, l'équation devient

0 = κ∆T − γT. (2.30)

Cette équation est une équation de Helmholtz. En considérant les conditions limites : la température
doit être nulle loin de la sphère (quand r → 0, T (r) → 0) et vaut T0 sur la sphère (en r = d/2). L'équation
a pour solution (en coordonnées sphériques)
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Figure 2.27 � Pro�l radial de température T/T0 selon r/d passant par le centre du projectile (◦) et
pro�l théorique (−) pour κ/γ = 6.2 mm2.

T (r) = T0
d

2r
exp

(
−
√

γ

κ

(
r − d

2

))
. (2.31)

La �gure 2.27 présente un pro�l radial de température T (en rouge) issu de la simulation pour une
sphère de diamètre d = 20 mm et κ/γ = 6.2 mm2. On compare ce résultat à la solution théorique (en
noire) [Eq. (2.31)]. On constate qu'il y a un bon accord entre la théorie et la simulation, ce qui nous
permet de valider le code.

Couplage des équations

Le problème complet de la pénétration d'un objet dans un milieu granulaire sera modélisé par les
équations de conservations [Eq. (1.18)] et les équations phénoménologiques [Eq. (1.26)]. On verra que
ce problème peut être vu comme l'écoulement d'un �uide autour d'une sphère chaude. Le couplage des
équations se fait par la modi�cation des coe�cients de transport κ et η et du coe�cient de dissipation
volumique ε qui ne sont pas constant dans le cas d'un milieu granulaire [Eq. (1.26)]. Il nous faudra aussi
prendre en compte le terme � : D de production de chaleur provoqué par l'écoulement dans l'équation de
la chaleur.

2.3 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'ensemble des outils expérimentaux, numériques et théoriques
pour travailler sur l'impact d'un projectile en milieu granulaire. La mise en place des techniques de mon-
tage et d'acquisition de données ainsi que leur post-traitement représentent un travail assez conséquent
qui doit être e�ectué avec rigueur pour pouvoir isoler les phénomènes physiques et les comprendre. Les
quantités essentielles auxquelles on a accès expérimentalement concernant le projectile sont sa trajectoire
et sa vitesse ainsi que la force exercée par le milieu granulaire. Quant aux grains, la donnée expérimen-
tale la plus importante est leur champ de vitesse. En complément de ces expérimentations, on a mis en
place des expériences numériques donnant toutes les informations nécessaires telle que la pénétration du
projectile, le champ de vitesse des grains et la force exercée par le milieu granulaire sur le projectile. Nous
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verrons dans la suite comment les modèles mis en place dans les codes numériques se comparent avec les
résultats expérimentaux.



Chapitre 3

Vitesse imposée

C
e chapitre porte sur les résultats de pénétration d'un cylindre à vitesse imposée dans un milieu
granulaire obtenus avec le dispositif décrit au chapitre 2. Dans un premier temps, nous présenterons

les résultats de mesure de forces, puis dans un second temps, les champs de vitesse. Mais tout d'abord,
nous allons mettre en place la dé�nition des notations employées (Fig. 3.1). Un point M du milieu
granulaire est repéré par ses coordonnées cartésiennes (x, z) ou ses coordonnées cylindriques (r, θ) par
rapport au centre du cylindre.

+

+

déplacement du 

milieu granulaire

(mobile)

er

ex

ez

eθ
r

θ

projectile (fixe)

O

M

V0

x

z

zp

surface du milieu

granulaire

Figure 3.1 � Dé�nition des systèmes de coordonnées cartésiennes et cylindriques.

3.1 Mesure de forces

À l'aide du système de mesure de force installé sur le dispositif expérimental 2D à vitesse imposée
décrit dans le chapitre 3, il est possible de déterminer l'évolution de la force exercée par le milieu granulaire

61
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Figure 3.2 � Mesure de force sur un cylindre de diamètre d = 20 mm et de longueur b = 40 mm en
fonction de sa profondeur zp de pénétration à vitesse constante V0 = 5 mm.s−1 dans un milieu granulaire
constitué de billes de verre de diamètre dg = 1 mm. Points expérimentaux (en noir) et ajustement linéaire
F ∝ zp (en rouge) pour zp < d avec k = 0.3± 0.03 N.mm−1 et a = −1.3± 0.6 N.

sur le cylindre au cours de sa pénétration. Dans l'ensemble des mesures présentées ici, le diamètre du
cylindre est d = 20 mm, sa longueur b = 40 mm et le diamètre des grains est dg = 1 mm. La �gure
3.2 présente l'évolution de la force F ressentie par le cylindre pendant sa pénétration à vitesse imposée
V0 = 1 mm.s−1 dans le milieu granulaire. D'une manière générale, on constate que la force F augmente
lorsque la profondeur de pénétration zp croît, de manière quasi-linéaire (F ∝ zp) à partir du moment
où le projectile est immergé (zp > d). On réalise l'ajustement des données dans cette zone de la forme
F = kzp + a (Fig. 3.2). On peut expliquer cette croissance quasi-linéaire par l'existence d'une pression p
de type hydrostatique dans le milieu granulaire p ∝ ρggzp.

En variant la vitesse de pénétration V0 sur plus de deux décades (0.4 mm.s−1 < V0 < 50 mm.s−1) on
observe néanmoins une légère variation de F avec V0 (Fig. 3.3), mais d'autres campagnes d'essais similaires
peuvent montrer la tendance inverse. En conclusion, en moyennant les di�érentes acquisitions e�ectuées,
on trouve que la force F est indépendante de la vitesse V0 : F = kzp + a avec k = 0.3± 0.03 N.mm−1 et
a = −1.3± 0.6 N.

La �gure 3.4a présente l'in�uence du diamètre du cylindre d sur la force mesurée au cours des pénétra-
tions à V0 = 5 mm.s−1. On constate qu'à une profondeur donnée, la force exercée par le milieu granulaire
augmente quand le diamètre d du cylindre augmente. A�n de caractériser l'in�uence de d sur F , on trace
l'évolution de F/zp en fonction de d (Fig. 3.4b). On voit que l'évolution est linéaire F/zp ∝ d. Ceci peut
se comprendre par le fait que plus le cylindre a un diamètre important, plus la surface de contact entre
les grains et le cylindre est importante (S = πbd), et plus la force exercée est importante (F ∝ S ∝ d).

La �gure 3.5a présente l'in�uence de la taille des grains dg sur la force mesurée au cours de la pénétra-
tion pour un cylindre de longueur b = 40 mm et de diamètre d = 40 mm, pour une vitesse de pénétration
V0 = 5 mm.s−1. On remarque que plus la taille des grains est petite, plus la force exercée sur le cylindre
par les grains est grande, surtout pour les plus petit grains (dg = 0.5 mm). Quand on trace l'évolution
de F/zp en fonction de dg (Fig. 3.5b), on remarque que la force décroît d'abord signi�cativement aux
plus petites tailles de grains avant de tendre vers une valeur sensiblement constante pour les plus grandes
valeurs de dg.

Certains de ces résultats ont été obtenus en juin 2010 lors du stage de M2 de Francisco Martinez [59].
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Figure 3.3 � Mesure de force sur un cylindre de diamètre d = 20 mm et de longueur b = 40 mm en
fonction de sa profondeur zp de pénétration pour di�érentes vitesses de pénétration constantes dans un
milieu granulaire constitué de billes de verre de diamètre dg = 1 mm.

45

40

35

30

25

20

15

10

5

0

F
  

(N
)

706050403020100

 d = 10mm

 d = 20mm

 d = 30mm

 d = 40mm

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

40200

d  (mm)

F
 /

 z
  

( 
N

 .
 m

m
  

) 
-1

p

z  (mm)p

(a) (b)
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Figure 3.5 � (a) In�uence du diamètre dg des grains sur la force exercée par le milieu granulaire sur un
cylindre de diamètre d = 40 mm et de longueur b = 40 mm en fonction de sa profondeur de pénétration
à vitesse constante V0 = 5 mm.s−1. (b) Evolution de F/(ρgdzp) en fonction de dg.

3.2 Champ de vitesse dans le milieu granulaire

Le référentiel de travail est ici le référentiel du cylindre. Dans ce référentiel, le champ de vitesse des
grains s'écrit dans un repère cartésien

v(x, z, t) = vx(x, z, t)ex + vz(x, z, t)ez, (3.1)

où vx est la composante horizontale du vecteur vitesse v et vz la composante verticale (Fig. 3.1). Ce
champ dépend a priori de l'espace (x,z) et du temps t.

3.2.1 Stationnarité du champ de vitesse

Les �gures 3.6a et 3.6c représentent quatre pro�ls de vitesse vx et vz extrait selon une ligne horizontale
(z = −15 mm) à di�érents instants séparés de 0.6 s. Si l'allure générale est la même on observe des
variations d'un pro�l à l'autre pouvant aller jusqu'à 3 mm.s−1. Lorsque l'on moyenne sur une période de
temps plus longue (Fig. 3.6b et 3.6d), on constate que les pro�ls varient autour d'une moyenne temporelle
(ligne continue sur les �gures 3.6b et 3.6d) avec une dispersion de l'ordre de 1 mm.s−1. En faisant des
moyennes glissantes temporellement tous les 20 pro�ls, on constate que les moyennes sont égales. On en
déduit que l'écoulement est stationnaire. On considérera donc que les pro�ls sont indépendants du temps
et on utilisera par la suite une moyenne temporelle de ces pro�ls sur au moins 100 pro�ls. La stationnarité
de l'écoulement n'était pas forcément attendue puisque nous avons précisé plus haut (section 3.1) que la
force ressentie par le cylindre augmentait avec la profondeur de pénétration zp et donc avec le temps.

Le système possédant une géométrie cylindrique, il est logique que la composante vz du champ de
vitesse soit paire et que la composante vx soit impaire. On voit aussi que le champ de vitesse tend vers le
vecteur V0ez lorsqu'on s'éloigne du cylindre. La composante vx possède ses maxima près du projectile :
vx est nulle à l'aplomb du cylindre, augmente, passe par un maximum puis décroît pour tendre vers 0 à
grande distance du cylindre. La composante vz possède un minimum à l'aplomb du cylindre. À partir de
ce minimum la fonction croît pour atteindre la valeur V0 loin du cylindre.
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Figure 3.6 � Pro�ls de vitesse vx et vz extraits pour quatre instants de la pénétration (a,c) et pour
l'ensemble des instants de la pénétration (b,d) d'un cylindre de diamètre d = 20 mm et b = 40 mm
pénétrant le milieu granulaire (dg = 1 mm) à la vitesse V0 = 20 mm.s−1. Les pro�ls sont tous extraits
le long de la ligne horizontale située à z = −15 mm du centre du projectile. Les courbes en traits épais
plein et pointillé (b,d) indiquent respectivement la moyenne et l'écart type de l'ensemble des pro�ls.

3.2.2 Dépendance radiale et azimutale de la vitesse

Étant donnée la géométrie du système, celle d'un cylindre se déplaçant dans un milieu in�ni, on va
donc travailler dans un repère cylindrique avec les variables d'espace (r, θ). La �gure 3.1 présente le
paramétrage employé dans toute la suite des études. Ainsi le champ de vitesse des grains v s'écrit

v(r, θ) = vr(r, θ)er + vθ(r, θ)eθ, (3.2)

où vr est la composante radiale du vecteur vitesse v et vθ la composante azimutale. La �gure 3.7
montre l'ensemble des pro�ls de vitesses vr et vθ normalisées par la vitesse de pénétration V0 en fonction
de θ à la distance radiale r = 15 mm donc proche du cylindre. On constate que l'évolution moyenne de
vθ(θ)/V0 est très proche d'un sinus. On choisit alors de faire un ajustement de la forme Aθ sin θ où Aθ

est l'amplitude qui dépend de r. Pour vr(θ)/V0, la courbe moyenne est proche d'un cosinus et on choisit
un ajustement de la forme −Ar cos θ où Ar est l'amplitude qui dépend de r. Ainsi, nous considérons que
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Figure 3.7 � Pro�ls de vitesse adimensionnées (a) vr/V0 et (b) vθ/V0 avec leur moyenne (trait plein bleu)
et écart type correspondants (trait pointillé bleu) et les ajustement (trait plein noir) de ces moyennes en
(a) −Ar cos θ et (b) Aθ sin θ avec Ar = 0.51 et Aθ = 1.38.

le champ de vitesse des grains peut se mettre sous la forme

v(r, θ) = −V0Ar(r) cos θer + V0Aθ(r) sin θeθ, (3.3)

où Ar et Aθ sont des fonctions d'amplitude à déterminer. Cette décomposition du champ de vitesse des
grains en fonctions séparables de r et θ est bien sûr discutable, et le choix des fonctions trigonométriques
simples l'est aussi. La vitesse radiale vr ne tend pas vers 0 lorsque qu'on tend vers θ = 90 ◦ et l'ajustement
en cosinus sous évalue son maximum d'amplitude en θ = 0 ◦. Néanmoins, cette décomposition simple est
utile pour analyser les résultats.

Dépendance radiale de la vitesse radiale : détermination de Ar(r)

Il est maintenant possible de déterminer la fonction d'amplitude Ar en faisant varier la distance r à
laquelle on réalise l'ajustement en cosinus. La �gure 3.8 présente l'allure caractéristique obtenue Ar(r).
On remarque que l'amplitude croît de plus en plus lorsqu'on s'éloigne du cylindre pour atteindre une
valeur plateau égale à 1. Cela est cohérent avec le fait que les grains loin du cylindre ne ressentent pas
la présence de celui-ci et se déplacent à la vitesse V0. De plus, on constate qu'en r = d/2, cette fonction
d'amplitude Ar est nulle. Ceci semble indiquer un point d'arrêt, ce qui n'est pas surprenant compte tenu
de la non-interpénétrabilité du cylindre vis-à-vis des grains. La courbe a une allure exponentielle, on
choisit alors un ajustement de la forme

Ar(r) = 1− exp

(
−2r − d

2λ

)
(3.4)

faisant apparaître ainsi une longueur caractéristique d'évolution du champ de vitesse λ = 7.1 mm (voir
ajustement sur la �gure 3.8). On peut développer un modèle géométrique simple pour rendre compte de
cette évolution (voir annexe Annexe A).
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Figure 3.8 � Fonction d'amplitude Ar de la vitesse radiale (•) et ajustement Ar(r) = 1 − exp[−(2r −
d)/2λ] avec λ = 7.1 mm (−).
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Figure 3.9 � Fonction d'amplitude Aθ de la vitesse azimutale (•) et ajustement (−) par l'équation (3.8)
avec λθ1 = 6.1 mm, λθ2 = 6.9 mm et λθ3 = 10.1 mm.

Dépendance radiale de la vitesse azimutale : détermination de Aθ(r)

La �gure 3.9 présente l'évolution de l'amplitude Aθ en fonction de r. On constate que l'allure est assez
di�érente de Ar, avec une variation non-monotone qui tend cependant aussi vers une valeur plateau égale
1 lorsque r tend vers l'in�ni, signe que les grains loin du cylindre se déplacent à la vitesse V0. Il est moins
évident ici que l'amplitude de la vitesse des grains placés contre le cylindre (en r = d/2) soit nulle car il
peut y avoir un glissement relatif mais la méthode PIV ne permet pas de bien distinguer la frontière entre
le cylindre et le milieu granulaire. La grande di�érence par rapport à Ar est la présence de ce dépassement
de l'amplitude de la vitesse, avec une vitesse des grains supérieure d'environ 40% à la vitesse V0, ce qui
n'est pas négligeable. L'autre caractéristique de cette courbe est le point d'in�exion qui se situe après
le dépassement lié à la présence d'une asymptote horizontale pour les r grands. Cette allure est assez
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di�érente de celle obtenue pour l'écoulement d'un �uide newtonien autour d'un cylindre. En e�et, dans
le cas �uide, on obtient aussi un dépassement mais réparti de manière plus uniforme sur l'espace (ceci
est du à la conservation du débit) et on n'observe pas de point d'in�exion ni d'asymptote horizontale
loin du cylindre (chapitre 2). Cette allure deAθ est donc très particulière et propre aux milieux granulaires.

Le type de pro�ls obtenu peut s'expliquer en considérant l'hypothèse de conservation de la masse avec
divergence du champ de vitesse nulle. Cette hypothèse a été abordée dans le chapitre 2 pour la phase
dense située sous le projectile. En écrivant divv = 0 qui se traduit en coordonnées cylindriques :

1

r

∂(rvr)

∂r
+

1

r

∂vθ
∂θ

= 0, (3.5)

En introduisant les fonctions d'amplitudes Ar(r) et Aθ(r), l'équation (3.5) devient :

∂(rAr(r))

∂r
−Aθ(r) = 0, (3.6)

ce qui donne en remplaçant Ar(r) par le modèle dé�ni plus haut [Eq.(A.15)]

Aθ(r) = 1 +
r − λ

λ
exp

(
−2r − d

2λ

)
. (3.7)

Ce modèle est trop restrictif pour être appliqué au calcul expérimental de Aθ(r). En e�et, la présence
d'une seule longueur caractéristique n'est pas respectée pour l'essai. Ce modèle ne tient pas compte d'un
glissement relatif pouvant exister entre les grains et le cylindre en r = d/2. Cependant, l'allure dé�nie en
r exp(−r/(d/2)) semble particulièrement appropriée pour décrire les résultats simplement.

Nouveau modèle pour le champ de vitesse

Après l'analyse e�ectuée plus haut, on peut construire un modèle plus complexe qui va prendre en
compte le glissement relatif entre les grains et le cylindre en r = d/2 et qui va aussi respecter la condition
de divergence nulle du champ de vitesse. Pour donner plus de souplesse au modèle, on garde la même
forme analytique pour Aθ en séparant les valeurs des trois endroits où apparaît la constante λ soit

Aθ(r) = 1 +
r − λθ3

λθ1
exp

(
−r − d/2

λθ2

)
, (3.8)

où λθ1, λθ2 et λθ3 sont trois longueurs caractéristiques de l'évolution dans l'espace du champ de vitesse. La
longueur λθ3 est ici la longueur de glissement. En appliquant la condition de divergence nulle [Eq. (3.6)]
et la condition de non-interpénétrabilité du cylindre (Ar(r = d/2) = 0), on écrit que

Ar(r) = 1− d

2r

(
1− λr2

λr1

d/2 + λr2 − λr3

d/2

)
− λr2

λr1

r + λr2 − λr3

r
exp

(
−r − d/2

λr2

)
(3.9)

et on obtient alors des conditions supplémentaires λr1 = λθ1 = λ1, λr2 = λθ2 = λ2 et λr3 = λθ3 = λ3.
Ensuite, on remarque que la nouvelle forme de Ar n'est pas si éloignée d'une exponentielle. Dès que r
croît, la fraction rationnelle devant le facteur de l'exponentielle devient équivalente à 1 et le terme en 1/r
est négligeable devant l'exponentielle. Finalement, on obtient une forme un peu plus complexe qu'une
simple exponentielle mais pour r grand, on retrouve le même comportement qu'une exponentielle simple.
Si on applique ce modèle à nos résultats expérimentaux (Figs. 3.9 et 3.10), celui-ci fournit λr1 = 5.3 mm,
λθ1 = 6.1 mm et λr2 = 6.9 mm, λθ2 = 6.9 mm et λr3 = 9.1 mm, λθ3 = 10.1 mm. Les ajustements de Ar

sur les �gures 3.8 et 3.10 sont très proches même si celui donné par l'équation (3.9) est un peu meilleur.
On voit que ces longueurs sont du même ordre de grandeur et donc on considérera dorénavant les mêmes
λ1, λ2 et λ3 pour décrire à la fois Ar et Aθ.
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Figure 3.10 � Fonction d'amplitude Ar de la vitesse radiale (•) et ajustement (−) par l'équation (3.9)
avec λr1 = 5.3 mm, λr2 = 6.9 mm et λr3 = 9.1 mm.

Reproductibilité du champ de vitesse

La �gure 3.11 présente les fonctions d'amplitude pour deux essais semblables. On voit clairement que
les résultats sont similaires et donc reproductibles. Dans la suite des études, nous décrirons le champ de
vitesse à l'aide des fonctions d'amplitude Ar et Aθ et en particulier des longueurs caractéristiques λ1, λ2

et λ3. Même si le modèle correspondant est discutable, il permet de facilement caractériser l'in�uence des
paramètres sur le système.
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Figure 3.11 � Fonctions d'amplitude Ar et Aθ de la vitesse pour deux essais (△) et (▽).
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3.2.3 Champ de température granulaire T

Comme l'écoulement autour du cylindre est un écoulement stationnaire, il est possible de calculer une
température granulaire T en tout point de l'espace (voir chapitre 3). La �gure 3.12 présente une image du
champ de température granulaire T autour d'un cylindre pour l'essai de pénétration à V0 = 10 mm.s−1

d'un cylindre de diamètre d = 20mm dans un milieu granulaire dont le diamètre des grains est dg = 1mm.
Les zones de température granulaire basse sont en noir, les zones de haute température granulaire sont
en blanc. Le cylindre reconnaissable par sa géométrie est lui aussi en noir pour des raisons de traitement
de données. On observe sur cette �gure qu'existe une zone de haute température au voisinage immédiat
du cylindre.
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Figure 3.12 � Cartographie du champ de température granulaire pour V0 = 10 mm.s−1, d = 20 mm et
dg = 1 mm. La température est codée en niveaux de gris (blanc : température élevée ; noir : température
faible).

Pour avoir une vision plus quantitative de la variation radiale et azimutale de la température granu-
laire, nous avons tracé T (r) pour di�érentes valeur de θ (Fig. 3.13a) et T (θ) pour di�érentes valeurs de
r (Fig. 3.13b). Sur la �gure 3.13a, les pro�ls sont extraits sur des demi-droites qui ont pour origine le
centre du cylindre avec une direction donnée par l'angle θ. On constate e�ectivement que d'une manière
générale, plus on s'éloigne du cylindre, plus la température diminue. Il y a une symétrie gauche-droite
du champ de température (T (θ) = T (−θ)) mais le champ de température n'est pas axisymétrique. Tout
d'abord la température est maximale au voisinage du cylindre puis décroît quand on s'éloigne du cylindre.
Au voisinage du cylindre, la décroissance de la température est quasiment nulle : la température semble
constante. Sur la �gure 3.13b, les pro�ls de température sont extraits sur des cercles concentriques au
cylindre à di�érentes valeurs de r. On constate e�ectivement la symétrie gauche droite, les courbes sont
paires. Proche du cylindre, la température est maximale à la verticale du cylindre (θ = 0�) et décroît
ensuite lentement lorsque θ augmente. Lorsqu'on s'éloigne du cylindre, il semblerait que il y ait une
inversion de concavité de la courbe même si on approche ici dans les limites de mesures du système.
Cependant, dans la suite des études, nous nous concentrerons sur le pro�l de température T (r, 0) situé à
l'aplomb du cylindre en θ = 0�.

La �gure 3.14 montre deux champs de température pour deux essais dans les mêmes conditions, à
V = 10 mm.s−1. On constate que les 2 essais donnent des résultats très semblables. Ceci montre la bonne
reproductibilité des résultats et du protocole de l'expérience. A�n de limiter les �uctuations des mesures,
on réalise une moyenne de trois essais pour obtenir le champ de température (Fig. 3.14).
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Figure 3.13 � Pro�ls radiaux et azimutaux de température granulaire T (r, θ) : (a) T(r,0) à di�érents θ
et (b) T (0, θ) à di�érents r.
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Figure 3.14 � Pro�l radial de température granulaire T (r, 0) pour deux essais (V0 = 10 mm.s−1,
d = 20 mm et dg = 1 mm).

La �gure 3.15 présente les di�érentes zones de variations de T par rapport à la distance r au centre
du projectile. Pour r < d/2, on constate que la température granulaire mesurée est très faible. En fait,
idéalement, étant dans le projectile, cette température devrait être nulle. Ceci nous permet cependant de
quanti�er le niveau de bruit qui est ici de l'ordre de T = 4 ·10−7 mm2.s−2. Le domaine de bruit est signalé
en zone hachurée sur la �gure 3.15. Ensuite, on observe un plateau jusqu'à la distance rw où la température
est sensiblement constante. Dans cette zone (d/2 < r < rw), la température granulaire sera notée T0.
En�n, au-delà, pour r > rw, on remarque que la température granulaire décroît rapidement jusqu'à la
limite du mesurable, avec une décroissance de type exponentiel. A�n de modéliser cette décroissance, on
prendra un ajustement de la forme :

T (r) = T0 exp

(
−r − rw

λT

)
, (3.10)
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Figure 3.15 � Mise en évidence des di�érents domaines de la température granulaire T . Ajustement
constant du plateau de température (trait plein rose), on trouve T0 = 4.4 · 10−6 mm2.s−2. Ajustement
exponentiel de la décroissance de T par l'équation 3.10 (trait plein vert), avec rw = 14.2 mm et λT =
3.2 mm.

avec la longueur caractéristique de décroissance λT .

3.2.4 In�uence de la vitesse de pénétration V0

On s'intéresse ici à l'in�uence de la vitesse de pénétration imposée V0 sur les fonctions d'amplitude
Ar et Aθ ainsi que sur la température granulaire T . La �gure 3.16 présente l'évolution des longueurs
caractéristiques λr1, λθ1, λr2, λθ2, λr3 et λθ3 avec V0 pour la pénétration d'un cylindre de diamètre
d = 20 mm dans un milieu granulaire dont le diamètre des grains est dg = 1 mm. On constate une faible
variation des coe�cients avec la vitesse V0 mais surtout que λr1 ≃ λθ1, λr2 ≃ λθ2 et λr3 ≃ λθ3.
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Figure 3.16 � Longueurs caractéristiques λri et λθj d'évolution de la vitesse en fonction de V0 (d =
20 mm et dg = 1 mm).
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La �gure 3.17a représente les pro�ls de T (r, 0) pour di�érentes valeurs de la vitesse de pénétration V0.
On constate que les pro�ls sont identiques à une translation près et donc à un coe�cient multiplicateur
près que nous allons déterminer. La valeur plateau T0 de cette température est tracée en fonction de
V0 dans un diagramme log-log sur la �gure 3.17b. La valeur de T0 augmente selon une loi de puissance
quand V0 augmente : ainsi, T0 varie comme V 2

0 , signi�ant que l'amplitude des �uctuations de vitesses est
proportionnelle au carré de la vitesse et fournissant la loi d'échelle attendue

T0 ∝ V 2
0 . (3.11)

Sur les �gures 3.18a et 3.18b sont tracées les autres quantités caractéristiques rw et λT de l'évolution de
la température granulaire T avec la vitesse V0, où l'on constate que rw et λT ne dépendent pas de V0,
avec les valeurs moyennes rw = 14.3± 0.2 mm et λT = 3.7± 0.3 mm.

Certains de ces résultats ont été obtenus en juin 2009 lors du stage de M1 de Quentin Ruppert que
j'ai participé à encadrer [75].
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fonction de la vitesse de pénétration V0. Données expérimentales (◦) et valeurs moyennes (− − −) avec
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3.2.5 In�uence du diamètre du cylindre d

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence du diamètre du cylindre d sur l'ensemble des quantités
extraites du problème. La �gure 3.19 présente l'évolution des longueurs caractéristiques λr1, λθ1, λr2,
λθ2, λr3 et λθ3 (on garde ici l'ensemble des longueurs pour avoir de la souplesse dans les ajustements)
en fonction du diamètre du cylindre d à V = 50 mm.s−1 et dg = 1 mm. On remarque que λr1 ≃ λθ1,
λr2 ≃ λθ2 et λr3 ≃ λθ3. On remarque aussi que λr3 et λθ3 augmentent linéairement avec d. De plus, un
ajustement linéaire donne une pente de 0.5 : on a donc λr3 = λθ3 = λ3 = d/2. Ceci est caractéristique
d'un glissement total des grains à la paroi du cylindre. De plus, on remarque que λr1 ≃ λθ1 et que ces
longueurs ne sont pas in�uencées par le diamètre du cylindre d. En�n, on remarque que λr2 ≃ λθ2 et que
ces longueurs augmentent de manière a�ne avec le diamètre du cylindre d.

Si on s'intéresse maintenant à la température granulaire T , on remarque que le diamètre du cylindre
d joue aussi un rôle important (Fig. 3.20a). La �gure 3.20b montre l'évolution du plateau de température
T0 en fonction de 1/d avec un ajustement linéaire. Cet ajustement est discutable mais pour des raisons
dimensionnelles d'après les lois d'échelle données par la relation (3.11) déjà établi et la relation (3.13) à
suivre, on considérera que T0 ∝ 1/d, et donc que

T0 ∝ V 2
0

d
. (3.12)

Les �gures 3.21a et 3.21b présentent les évolutions de rw−d/2 et λT avec d. On constate que rw−d/2
augmente avec d de manière linéaire ou plus complexe et que d n'a pas d'in�uence sur λT (λT = 4.3 ±
0.3 mm).
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3.2.6 In�uence du diamètre des grains dg

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence du diamètre des grains dg sur l'ensemble des grandeurs
caractéristiques du problème. La �gure 3.22 présente l'évolution des longueurs caractéristiques λr1, λθ1,
λr2, λθ2, λr3 et λθ3 à V = 50 mm.s−1 et d = 40 mm pour di�érents diamètres de grains dg. On constate
avant tout λr1 ≃ λθ1, λr2 ≃ λθ2 et λr3 ≃ λθ3 et d'autre part que dg n'a pas d'in�uence signi�cative sur
ces longueurs caractéristiques.

Cependant, on remarque que le diamètre des grains dg a une in�uence notable sur la température
granulaire T comme le montre la �gure 3.23a. La �gure 3.23b précise l'évolution du plateau de température
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Figure 3.22 � Longueurs caractéristiques λr1, λθ1, λr2, λθ2, λr3 et λθ3 d'évolution de la vitesse radiale
et azimutale en fonction de dg pour V = 50 mm.s−1 et d = 40 mm. Points expérimentaux (◦), (△), (▽) et
valeurs moyennes (−−) λr1 ≃ λθ1 ≃ 5.5± 0.3 mm, λr2 ≃ λθ2 ≃ 11± 0.6 mm et λr3 ≃ λθ3 ≃ 22± 0.6 mm
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T0 en fonction de dg. On constate que le plateau de température T0 croît linéairement avec le diamètre
des grains dg donnant la loi d'échelle globale suivante pour T0

T0 ∝ dg
d
V 2
0 . (3.13)

Les �gures 3.24a et 3.24b présentent les évolutions des longueurs caractéristiques rw et λT avec dg.
rw augmente lorsque la taille des grains dg augmente mais il est di�cile de préciser comment ; on choisit
de caractériser l'évolution de λT par un comportement a�ne lorsque dg augmente à l'exception du point
à dg = 0.5 mm qui semble être aberrant, même si cela est discutable (λT = 1.1dg + 3.3 mm).
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a�ne λT = 1.1dg + 3.3 mm (−) et guide pour les yeux pour rw (−−).
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3.3 Bilan et Problématique

De l'ensemble de ces expérimentations 2D à vitesse imposée se dégagent plusieurs conclusions et plu-
sieurs questions. Comme d'autres auteurs avant nous [1], nous avons observé que la force exercée par le
milieu granulaire ne dépend pas de la vitesse mais est proportionnelle à la profondeur et au diamètre du
cylindre. Ce comportement est très di�érent du cas d'un �uide newtonien visqueux où la force est propor-
tionnelle à la vitesse mais indépendante de la profondeur. Nous avons par ailleurs mis en évidence que,
si l'in�uence du diamètre des grains est négligeable lorsqu'ils sont su�samment gros, la force augmente
signi�cativement pour des grains de plus en plus petits.
Nous avons d'autre part caractérisé en détail le champ de vitesse des grains autour du cylindre. Dans
notre con�guration de pénétration, nous avons montré que ce champ de vitesse est stationnaire et ne
dépend donc pas de la profondeur. Ce champ de vitesse est très localisé près du cylindre avec une allure
caractéristique très di�érente du cas newtonien : les variations spatiales sont de type exponentielles. Les
longueurs caractéristiques de ces variations radiales et azimutales dépendent principalement du diamètre
du cylindre d et faiblement de la taille des grains dg. Nous avons aussi caractérisé le champ de tempé-
rature granulaire et montré qu'il existait une zone chaude localisée au voisinage du cylindre avec une
décroissance radiale également exponentielle.

Pour comprendre ce comportement caractéristique d'un milieu granulaire, nous présentons au chapitre
suivant un modèle hydrogranulaire basé sur la théorie cinétique.



Chapitre 4

Théorie Hydrogranulaire

L
a pénétration à vitesse constante d'un cylindre dans un milieu granulaire est un phénomène complexe,
que nous allons tenter de mieux comprendre en le modélisant. La modélisation consiste à considérer

le milieu granulaire en écoulement comme un milieu continu �uide avec une rhéologie non-newtonienne
adaptée ici de la théorie cinétique. Nous verrons qu'elle donne une vision et des résultats intéressants
dans le régime d'écoulement dense qui nous préoccupe ici.

4.1 Modélisation de l'écoulement

On utilise ici la théorie cinétique pour modéliser l'écoulement dense de grains 2D autour d'un disque.
Cette théorie a été décrite au chapitre 1. On choisit ici de modéliser le milieu granulaire comme un milieu
continu. Soit v le champ de vitesse des grains dans le milieu, soit � le tenseur des contraintes dans le
milieu granulaire et D le tenseur taux de déformation, on rappelle que

D =
1

2

(
Grad v + Grad v T

)
. (4.1)

Le milieu continu étant assez dense, on peut considérer l'écoulement comme incompressible (Tr(D) = 0).
Ainsi, le milieu continu est considéré comme un �uide avec la loi de comportement suivante :

� = −p1+ 2ηD, (4.2)

où p est la pression dans le milieu et η la viscosité dynamique.

On écrit tout d'abord un premier système d'équation formé des équations de conservation (masse,
quantité de mouvement et chaleur)

0 = Tr(D),

ρg
dv

dt
= Div �,

ρg
dT

dt
= � : D + div(κgradT ) − ε,

(4.3)

où κ indique la conductivité thermique et ε représente le taux de dissipation volumique.
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Ensuite, la théorie cinétique fournit des équations phénoménologiques propres au milieu granulaire
dense pour les coe�cients de transport η et κ et la dissipation volumique ε selon

η

ρg
=

[√
π

30

(
1 +

12

π

)]
p

ρg
dg

1

T 1/2
= η0

p

ρg
dg

1

T 1/2

κ

ρg
=

[
9

32

√
π

(
1 +

32

9π

)]
p

ρg
dg

1

T 1/2
= κ0

p

ρg
dg

1

T 1/2

ε

ρg
=

[
6√
π
(1− e)

]
p

ρg

1

dg
T 1/2 = ε0

p

ρg

1

dg
T 1/2

(4.4)

où η0 = 0.28, κ0 = 1.06 et ε0 = 0.34 sont des coe�cients numériques sans dimension (e = 0.9 est le
coe�cient de restitution des billes de verre). Il est possible de dé�nir le nombre de Prandlt de l'écoulement
en écrivant le rapport

Pr =
η

κ
=

η0
κ0

= 0.27, (4.5)

on constate que le nombre de Prandlt est indépendant des paramètres d'écoulement et Pr < 1, ceci
montre que les pro�ls de vitesses et de température sont couplées.
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Figure 4.1 � Conditions limites et initiales du problème.
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La géométrie que l'on va modéliser avec les équations (4.3) et (4.4) est un �uide en mouvement autour
d'un disque immobile de diamètre d dans une boite carrée de côté 10d (Fig. 4.1). La dé�nition du système
de coordonnées est la même que pour les expérimentations (Fig. 3.1).

Pour les conditions initiales (Fig. 4.1), le �uide possède une vitesse initiale uniforme V0ez et il règne
une pression homogène pi dans le milieu. On �xe également une température initiale uniforme Ti dans
le milieu, arbitrairement choisie à Ti = (V0/10)

2. Cette valeur n'est pas critique puisque quel que soit le
choix de la valeur initiale de Ti, les résultats obtenus sont les mêmes.

Pour les conditions limites (Fig. 4.1), on choisit d'imposer pour le champ de vitesse v la condition
v = V0ez sur les bords de la boîte. Sur le disque, on impose une condition classique de non-glissement
(v = 0) car c'est la plus simple à mettre en ÷uvre, même si elle n'est pas en total accord avec les
observations expérimentales. Pour le champ de température, on �xe la condition de température nulle
(T = 0) sur les bords de la boîte. Sur le disque, on choisit une condition de �ux nul (gradT = 0). Il n'y
a pas de conditions limites en pression.

On voit que la résolution de ce problème passe par la résolution de deux équations couplées : l'équation
de la conservation de la quantité de mouvement et l'équation de la chaleur. Avec ces conditions initiales et
limites, on impose une viscosité cinématique initiale ν(pi/ρg, T ). Avec une méthode de résolution de type
lattice-Boltzmann [70, 88] décrite dans le chapitre 3, on résout l'équation de conservation de la quantité
de mouvement et obtenons ainsi un nouveau champ de vitesse v et un nouveau champ de pression p/ρg.
On injecte ce résultat dans l'équation de la chaleur (4.4) que l'on résout grâce à une méthode SOR [69]
pour trouver le nouveau champ de température T correspondant. La di�érence par rapport au calcul du
chapitre 2 provient de la présence de termes de couplage. On calcule alors la nouvelle valeur de ν associée,
puis on réinjecte le tout dans l'équation de conservation de la quantité de mouvement et ainsi de suite
jusqu'à atteindre une solution stationnaire (Fig. 4.2).
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État initial en vitesse v, température T
et pression p  avec viscosité fixée

Résolution des équations de Navier-
Stokes avec la méthode BGK.
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et d'une nouvelle pression p

Résolution de l’équation de la
chaleur
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Figure 4.2 � Algorithme utilisé pour obtenir une solution stationnaire.
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4.2 Analyse des résultats

Par la procédure itérative décrite dans la partie précédente, nous sommes capables de déterminer une
solution stationnaire à ce problème pour des conditions limites données (choix de V0) et un diamètre
de disque d. Dans cette partie, nous allons présenter les résultats dans le cas d'un milieu granulaire
constitué de billes de verre (dg = 1 mm) se déplaçant à une vitesse V0 = 50 mm.s−1 autour d'un disque
de diamètre d = 20 mm avec la condition de pression initiale à pi/ρg = 1 m2.s−2. Cette condition de
pression correspond à une profondeur du milieu de l'ordre de pi/(ρgg) ∼ 10 mm, qui est de l'ordre de
grandeur des essais expérimentaux.

4.2.1 Champ de vitesse

Le champ de vitesse v de l'écoulement d'un �uide newtonien autour d'un cylindre en régime de Stokes
à faible nombre de Reynolds se décompose en coordonnées cylindriques selon une fonction cos θ sur er
et une fonction sin θ selon eθ [62]. Comme nous l'avons déjà vu expérimentalement, cette décomposition
reste valable dans le cas d'un milieu granulaire. Dans le cadre de nos simulations, la �gure 4.3 montre la
légitimité de cette décomposition du champ de vitesse sous la forme{

vr(r, θ) = −V0Ar(r) cos θ
vθ(r, θ) = V0Aθ(r) sin θ

(4.6)
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Figure 4.3 � Pro�l de la vitesse (a) vr(r, θ) et (b) vθ(r, θ) en fonction de θ (V0 = 50 mm.s−1, dg = 1 mm
et d = 20 mm).

On constate en e�et que l'ajustement de la vitesse azimutale en sinus est très bon (Fig. 4.3b) et
que celui de la vitesse radiale en cosinus est moins bon en sous évaluant légèrement le maximum du
champ de vitesse au voisinage de θ = 0 ◦ et en surévaluant au contraire pour |θ| = 45 ◦ (Fig. 4.3a).
Ce petit désaccord est semblable à celui trouvé dans les champs de vitesses expérimentaux. Les allures
de ces deux fonctions d'amplitude extraites Ar(r) et Aθ(r) ressemblent fortement aux allures obtenues
expérimentalement (Figs. 4.4a et 4.4b) : (i) la fonction d'amplitude Ar est monotone croissante avec
un comportement exponentiel ; (ii) la fonction Aθ est non-monotone avec un maximum très localisé au
voisinage du disque. La comparaison des courbes expérimentales et théoriques est faite sur les �gures 4.4a
et 4.4b. On constate sur les courbes d'amplitudes Ar(r) et Aθ(r) que les longueurs caractéristiques sont
plus importantes dans le cas théorique que dans le cas expérimental. L'allure des fonctions d'amplitude est
toujours très particulière, propre au milieu granulaire. Quand on regarde attentivement la fonction Aθ, on
voit que la fonction croît pour atteindre un maximum. Il y a un dépassement (environ 40% plus grand que
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Figure 4.4 � Comparaison des pro�ls théoriques (en noir) et expérimentaux (en rouge) de (a) Ar et (b)
Aθ (V0 = 50 mm.s−1, dg = 1 mm et d = 20 mm).

la valeur �nale) non négligeable qui a lieu à faible distance du centre du projectile. Il y a ensuite un point
d'in�exion et à r grand et la fonction Aθ tend asymptotiquement vers 1. Cette allure est complètement
di�érente des �uides newtoniens classiques car il n'y a pas de point d'in�exion le long de r ni d'asymptote
horizontale à grand r (chapitre 2). Pour un �uide newtonien, le dépassement dû à la conservation du débit
de �uide est moins important et réparti de manière plus homogène suivant r (Fig. 2.26). Il ne faut pas
oublier que les conditions à la limite sur le disque en vitesse sont di�érentes numériquement (condition
de non-glissement) et dans le cas expérimental (condition proche d'un glissement total).

Il est ici possible de comparer les pro�ls Ar(r) et Aθ(r) entre l'amont du disque (qui sont comparable
à ceux obtenus expérimentalement) et l'aval du disque (que nous n'avons pas expérimentalement). On
constate sur les �gures 4.5a et 4.5b que ces deux pro�ls sont identiques, qui montre que l'écoulement
est symétrique amont-aval. Ceci nous indique que le terme (Grad v) v est négligeable dans l'équation de
conservation de quantité de mouvement. En comparaison avec la mécanique des �uides newtoniens, tout
se passe comme si on était en présence d'un écoulement visqueux de Stokes caractéristique d'un faible
nombre de Reynolds.

4.2.2 Cartographie de la température granulaire

La �gure 4.6 montre les pro�ls de température granulaire radiaux et azimutaux par rapport à la sphère
dans des diagrammes semi-logarithmiques car la température varie sur plusieurs décades. On constate
d'une manière générale que la température décroît lorsque l'on s'éloigne du cylindre. De plus, le champ
de température granulaire n'est pas axisymétrique mais il existe une symétrie amont-aval comme pour le
champ de vitesse. Il y a aussi une symétrie par rapport à la droite θ = 0 ◦ (symétrie gauche-droite), cette
symétrie est tout à fait attendue car la géométrie du problème possède cette symétrie et les conditions
limites en température et en vitesse possèdent aussi cette symétrie gauche-droite.

Dans le chapitre précédent, on a vu que l'on pouvait normaliser la température granulaire par le carré
de la vitesse imposée V 2

0 . La �gure 4.7 présente l'évolution de la température granulaire normalisée T/V 2
0

en fonction de la distance r au centre du projectile (pour θ = 0 ◦) expérimentalement et numériquement.
On remarque que les deux pro�ls ont la même allure : un plateau de température T0 proche du disque
puis une décroissance exponentielle de longueur caractéristique λT .
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4.2.3 Cartographie de la pression

La �gure 4.8 montre les pro�ls de pression radial et azimuthal autour du cylindre. On constate que
même s'il existe toujours une symétrie droite-gauche, la pression n'est pas symétrique amont-aval. Il existe
une surpression en amont de l'objet et une dépression en aval par rapport à la pression moyenne dans
le milieu. Loin de l'objet, on tend à retrouver une pression constante et uniforme. Numériquement, si on
moyenne la pression dans l'espace, on retrouve la pression initiale du milieu. La valeur de cette di�érence
de pression est importante dans la force exercée par le milieu granulaire sur l'objet.
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4.2.4 Cartographie de la viscosité

Étant donné que l'on modélise le milieu granulaire par un �uide visqueux (avec viscosité variable spa-
tialement), il devient intéressant de tracer une évolution spatiale caractéristique de la viscosité (Fig. 4.9).
La zone où la viscosité est la plus faible est la zone au voisinage du disque, et la viscosité augmente
lorsque l'on s'éloigne de l'objet. Ce n'est pas surprenant car ν ∝ T−1/2 et la température diminue lors-
qu'on s'éloigne de l'objet qui lui est �chaud�. On constate aussi que la viscosité n'est pas non plus
axisymétrique car fonction de la pression et la température.

C'est dans la zone de faible viscosité que les gradients de vitesses sont les plus importants (l'écoulement
est le plus cisaillé). A l'in�ni, la viscosité tend vers l'in�ni et les gradients de vitesses tendent vers 0. On
dé�nit ici une viscosité locale νs en prenant une viscosité moyenne autour du disque (Fig. 4.10). La
diminution de la viscosité avec l'augmentation des gradients de vitesse dé�nit le milieu comme un �uide
rhéo�uidi�ant, et non pas newtonien.
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4.3 In�uence des paramètres sur les champs de vitesse, tempéra-
ture granulaire et pression

A�n de pouvoir confronter les résultats expérimentaux aux résultats issus de ce modèle hydrogranu-
laire, il faut à présent étudier l'in�uence de certains paramètres sur l'écoulement, tels que la vitesse V0,
la pression p/ρg, le diamètre du disque d, la taille des grains dg.

4.3.1 In�uence de la vitesse

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence de la vitesse V0 sur les di�érentes quantités. Les essais sont
réalisés avec un état initial de pression pi/ρg = 1 m2.s−2, un disque de diamètre d = 20 mm et un milieu
granulaire est constitué de billes de verre de dg = 1 mm. Les �gures 4.11 et 4.12 présentent les pro�ls de
vitesses Ar(r) et Aθ(r), la température T et la pression p/ρg. On remarque que tant que la vitesse V0

est inférieure à 1 m.s−1, les pro�ls de vitesse, de température et de pression se superposent et sont donc
indépendants de la vitesse V0. Cependant, lorsque V0 = 1 m.s−1, les pro�ls ne se superposent plus : on
observe une surpression bine plus grande à l'amont du cylindre et une température plus importante dans
la zone plateau proche du cylindre.

Les �gures 4.13a et 4.13b présentent les cartographies de température pour deux vitesses V0 très
di�érentes. L'écoulement qui présentait une symétrie amont-aval du point de vue de la vitesse et de
la température à basse vitesse (V0 < 1 m.s−1) (Fig. 4.13a) perd cette symétrie à plus grande vitesse
(V0 ≥ 1 m.s−1) (Fig. 4.13b), comme c'est le cas pour la transition entre le régime visqueux (symétrique)
et le régime inertiel (asymétrique) pour un �uide newtonien, qui est gouvernée par le nombre de Reynolds
. A�n de déterminer si l'analogie est pertinente, on peut calculer dans notre cas un nombre de Reynolds
caractéristique de l'écoulement granulaire en prenant comme viscosité la moyenne νs de la viscosité au
voisinage du cylindre.

La �gure 4.14 présente l'évolution du nombre de Reynolds Re = V0d/νs en fonction de V0. Un
ajustement en loi puissance de ces points permet de constater que Re ∝ V 2

0 . De plus, on constate que
le point correspondant à V0 = 1 m.s−1 correspond à un nombre de Reynolds Re > 1. Pour les autres
points (là où les courbes se superposent pour V0 < 1 m.s−1), le nombre de Reynolds est Re < 1. Ceci
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tend à montrer qu'il existe di�érents régimes dans l'écoulement de grains autour du disque. Il y a donc
un régime à bas nombres de Reynolds (Re < 1) où l'écoulement de grains est symétrique et tous les
pro�ls de vitesse, de température (renormalisés par la vitesse) se superposent. Dans le régime à hauts
nombres de Reynolds (Re > 1), l'écoulement de grains n'est plus symétrique amont-aval et on observe
des comportements di�érents pour les di�érentes quantités. Dans la suite du manuscrit, on s'intéressera
au régime à bas nombres de Reynolds, dont on montrera qu'il correspond à nos expériences.
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4.3.2 In�uence de la pression

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence de la pression p/ρg sur les di�érentes quantités. Les
simulations sont réalisées avec V0 = 0.1 m.s−1, un diamètre de cylindre d = 20 mm et un milieu granulaire
constitué de billes de verre de dg = 1 mm. Les �gures 4.15 et 4.16 présentent les pro�ls de vitesses Ar(r)
et Aθ(r), de température granulaire T et de pression p/ρg. On remarque que tant que la pression p/ρg
est supérieure à 0.1 m2.s−2, les pro�ls de vitesse, de température et de pression se superposent et sont
indépendants de la pression p/ρg. Cependant, lorsque p/ρg < 0.1 m2.s−2, les pro�ls ne se superposent
plus.

En calculant le nombre de Reynolds Re, on voit que celui-ci augmente quand la pression diminue et
un ajustement en loi de puissance permet de constater que Re ∝ 1/p (Fig. 4.17). Les tracés précédents
montrent qu'une di�érence de comportement apparaît pour des valeurs de la pression p/ρg comprises
entre 0.01 m2.s−2 et 0.1 m2.s−2 ce qui correspond à des nombres de Reynolds compris entre 1 et 10.
Ainsi, on constate que l'on observe à nouveau deux régimes en fonction du nombre de Reynolds avec une
transition pour un Reynolds de l'ordre de l'unité. Il existe un premier régime visqueux à faible Reynolds
pour les hautes pressions où l'écoulement est symétrique, avec des pro�ls de vitesse et température indé-
pendants de la pression et un régime à haut Reynolds pour lequel les pro�ls de vitesse et de température
sont di�érents et dépendent de la pression.

Expérimentalement, comme la pression p/ρg croît avec la profondeur de pénétration de l'objet, on a
pratiquement dès les premiers instants p/ρg > 0.15 m2.s−2, soit Re < 1. Il est donc peu aisé d'observer
des régimes à Re > 1. Par conséquent, notre étude expérimentale se situe dans le régime "visqueux" à
Re < 1.
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4.3.3 In�uence de la taille du disque

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence de la taille du projectile d que nous avons fait varier de
5 mm à 80 mm. Les �gures 4.18c et 4.18d présentent l'évolution des pro�ls de vitesse Ar(r) et Aθ(r) en
fonction de la distance adimensionnée au centre du disque (r−d/2)/d, alors que les �gures 4.18a et 4.18b
présente une évolution en fonction de r− d/2. D'une manière générale, les longueurs caractéristiques des
pro�ls de vitesse augmentent quand d augmente. Pour une caractérisation quantitative de ces longueurs
caractéristiques, nous avons considéré comme pour l'analyse des résultats expérimentaux (cf � 3.2.2 ) que
Ar et Aθ pouvaient être ajustés de la façon suivante

Ar(r) = 1− d

2r

(
1− λr2

λr1

d/2 + λr2 − λr3

d/2

)
− λr2

λr1

r + λr2 − λr3

r
exp

(
−r − d/2

λr2

)
, (4.7)

Aθ(r) = 1 +
r − λθ3

λθ1
exp

(
−r − d/2

λθ2

)
, (4.8)

où les longueurs caractéristiques λri et λθj sont les paramètres d'ajustement. Le résultat est moins probant
que pour les pro�ls expérimentaux. Les valeurs des longueurs caractéristiques λri et λθj sont regroupées
sur la �gure 4.19. On remarque que les valeurs des λ augmentent linéairement avec le diamètre d du
projectile.

De plus, la �gure 4.20 présente les quantités λθ3 −λθ1 et λr3 −λr1 en fonction du diamètre de l'objet
d. On constate que λr3 −λr1 = λθ3 −λθ1 = d/2. Cette relation signi�e que la vitesse à la paroi de l'objet
est nulle puisque

Aθ(d/2) = 1 +
d/2− λθ3

λθ1
, (4.9)

Ar(d/2) = 1−
(
1− λr2

λr1

d/2 + λr2 − λr3

d/2

)
− λr2

λr1

d/2 + λr2 − λr3

d/2
= 0. (4.10)

Ceci est cohérent avec la condition de non glissement imposée mais di�érent des résultats expérimentaux
où λr3 ≃ λθ3 ≃ d/2, qui est caractéristique d'un glissement quasi total des grains à la paroi du disque.
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Finalement, les longueurs λr3 ≃ λθ3 sont faciles à interpréter : elles vont représenter la longueur de
glissement des grains à la paroi. Expérimentalement, on a une condition de glissement quasi total sur le
cylindre soit λr3 ≃ λθ3 ≃ d/2 et numériquement, on a une condition de non-glissement sur l'objet soit
λr3 = d/2 + λr1 et λθ3 = d/2 + λθ1.

La �gure 4.21 présente l'évolution de la pression p/ρg en amont du disque. À travers la �gure 4.21a, on
constate que la taille de l'objet a une in�uence sur le champ de pression mais il existe une renormalisation
spatiale des champs de pression (en (r − d/2)/d) . La �gure 4.22 présente l'évolution de la température
granulaire T . Si les allures sont semblables à celles observées lorsqu'on a fait varier la vitesse V0 et la
pression p/ρg, on constate que pour les grands diamètres d le plateau n'est pas aussi bien marqué et
qu'il y a une légère croissance de la température granulaire avant la décroissance exponentielle. On peut
cependant extraire la valeur maximale de ce pro�l et l'assimiler à T0. En�n, la �gure 4.23a présente
l'évolution du plateau de température T0 en fonction du diamètre de disque d : T0 diminue fortement
quand d augmente et un ajustement en loi puissance nous permet de constater que T0 ∝ d−1. On s'attend
par ailleurs à ce que la décroissance exponentielle λT de la température soit indépendante du diamètre d
de l'objet (Fig. 4.23b). En e�et, d'après l'équation de la chaleur, loin du projectile, l'équilibre va se faire
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entre la quantité div
(
κ grad T

)
et le terme de dissipation volumique ε [Eq. (4.3)]. Or le diamètre d du

disque n'intervient pas dans cet équilibre. La légère croissance de la valeur de λT avec d peut s'expliquer
par le fait que les codes n'ont pas calculé assez longtemps pour e�acer ce problème. Expérimentalement,
on avait observé que λT était indépendant de d (cf �3.2.5).

Si on suit l'évolution de nombre du Reynolds, on voit qu'il augmente avec le diamètre du disque d
(Fig. 4.24). Un ajustement en loi puissance Re ∝

√
d est compatible avec les données. Pour un �uide

newtonien à viscosité constante, le nombre de Reynolds varie linéairement avec le diamètre d du cylindre
par dé�nition. Puisqu'ici la température granulaire et donc la viscosité varie avec d, il n'est pas surprenant
d'avoir une loi di�érente.
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4.3.4 In�uence de la taille des grains

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence du diamètre des grains dg que nous avons fait varier
de 0.5 mm à 4 mm. Il est facile de changer ce paramètre dans les équations, car dg ne dépend que de
la nature du milieu. Il su�t donc d'intégrer les dépendances de dg dans les constantes η0, κ0 et ε0. Les
essais sont réalisés avec V0 = 0.1 m.s−1, p/ρg = 1 m2.s−2 et d = 20 mm comme conditions initiales du
code théorique. On remarque que les pro�ls de vitesse sont tous sensiblement di�érents et que le diamètre
des grains dg intervient donc dans les longueurs de décroissance caractéristiques des pro�ls de vitesses
Ar(r) et Aθ(r). Ces longueurs λri et λθj de variations extraites des ajustements de Ar(r) et Aθ(r) par les
équations (4.9) et (4.10) apparaissent sur la �gure 4.25. On constate qu'il n'y a pas de dépendance forte
des longueurs caractéristiques avec la taille des grains mais il y a cependant une légère augmentation de
type a�ne.

Les �gures 4.27 et 4.28a montrent les pro�ls radiaux de la pression p/ρg et de la température granulaire
T pour di�érents dg. On constate sur le pro�l de pression que la surpression en amont du disque est
d'autant plus importante que la taille des grains est petite. Au contraire, lorsque la taille des grains
augmente, la surpression est plus faible et semble tendre vers une limite. Pour la température granulaire
T , on constate que la valeur de température du plateau T0 est liée à dg avec un comportement linéaire :
T0 ∝ dg (Fig. 4.28). D'une manière générale, on remarque que quand le diamètre des grains devient faible
(dg < 1 mm), les variations observées dans les pro�ls de température et de pression sont plus importantes.

La �gure 4.29 montre la longueur λT caractéristique de la décroissance exponentielle de T (r). On
remarque que λT croît linéairement avec la taille des grains dg : λT ≃ 5.7dg. Expérimentalement, on avait
plutôt une croissance a�ne de λT avec la taille des grains. On peut expliquer ce comportement linéaire
en analysant l'équation de la chaleur. Loin du projectile, le terme de dissipation volumique et le terme
de di�usion thermique s'équilibrent :

div

(
κ0

p

ρg
dg

1

T 1/2
grad T

)
− ε0

1

dg

p

ρg
T 1/2 = 0. (4.11)

En développant le premier terme, on peut écrire

2κ0dg
p

ρg

(
∆T 1/2 + gradT 1/2 · grad p

ρg

)
− ε0

1

dg

p

ρg
T 1/2 = 0. (4.12)
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Figure 4.25 � In�uence du diamètre des grains dg sur les pro�ls de vitesse Ar(r) etAθ(r) (V0 = 0.1m.s−1,
p/ρg = 1 m2.s−2 et d = 20 mm).
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Figure 4.27 � In�uence de la taille des grains dg sur le pro�l radial de pression p(r, θ = 0) (V0 =
0.1 m.s−1, p/ρg = 1 m2.s−2 et d = 20 mm).

Or loin du projectile, on peut faire l'hypothèse que la pression est quasiment uniforme et donc que son
gradient est nulle. L'équilibre devient alors

∆T 1/2 − ε0
2κ0d2g

T 1/2 = 0. (4.13)

De cette équation, on trouve une longueur caractéristique λT

λT =

√
2κ0

ε0
dg ≃ 2.5dg. (4.14)

Ce comportement explique la croissance linéaire de λT avec dg. Cependant, la valeur du préfacteur
numérique (ici 2.5) est di�érente dans les simulations (on trouve 5.7). Dans les expériences, nous avions
observé une évolution a�ne de λT (λT = 1.1dg + 3.3 mm) (Fig 3.24b), le comportement di�ère ici des
simulations numériques.
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des grains dg. Points numériques (◦) et ajustement linéaire λT = 5.7dg (−).

On peut aussi tracer l'évolution du nombre de Reynolds en fonction de la taille des grains : si on excepte
le point correspondant à dg = 0.5 mm, on observe un ajustement en loi puissance tel que Re ∝ 1/

√
dg

(Fig 4.30).
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4.4 Nombre de Reynolds Granulaire

Dans le cadre de notre modélisation hydrodynamique, l'analyse de l'in�uence des di�érents paramètres
nous fournit de précieuses informations sur les régimes d'écoulement d'un milieu granulaire autour d'un
disque caractérisé par le nombre de Reynolds granulaire Reg = V0d/νs. La viscosité s'écrit suivant le
modèle de théorie cinétique ν = η0pdg/(ρgT

1/2), d'après la loi de comportement [Eq. (4.4)]. La viscosité
pertinente νs est moyennée autour du disque et la température T à considérer est celle du plateau T0. Le
nombre de Reynolds devient alors :

Reg =
ρg
p

d

dg

V0T
1/2
0

η0
. (4.15)

Or, nous avons montré que T0 dépend des paramètres de la façon suivante :

T0 = αT0

dg
d
V 2
0 . (4.16)

où αT0 = 1.16 est un préfacteur numérique (Fig 4.31). Le nombre de Reynolds granulaire Reg s'écrit

Reg =
ρg
p

(
d

dg

)1/2
V 2
0

η0
. (4.17)

Néanmoins, il existe un préfacteur numérique qui est
√
αT0 ≃ 1.08 mais étant donnée sa valeur très

proche de 1, on choisit de ne pas en tenir compte. Dans la con�guration expérimentale de pénétration
verticale à partir de la surface en considérant une variation hydrostatique de la pression p/ρg = gz avec
la profondeur z, le nombre de Reynolds Re = V 2

0 (d/dg)
1/2/(η0gz) diminue lors de la pénétration. Quels

que soient les paramètres, il existe donc une profondeur zc à partir de laquelle le nombre de Reynolds est
inférieur à 1 : Reg(z) < 1 pour z > zc avec

zc =
V 2
0

η0g

(
d

dg

)1/2

. (4.18)
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Cette profondeur critique zc est d'autant plus grande que V0 est grand, d grand et dg petit. La valeur la
plus grande atteinte expérimentalement est zc = 6 mm avec V0 = 50 mm.s−1, d = 40 mm et dg = 1 mm.
Comme zc < d, nous sommes expérimentalement toujours à Reg < 1, dans un régime d'écoulement de
type visqueux avec une symétrie d'écoulement amont/aval et une invariance des pro�ls de vitesses avec
le nombre de Reynolds et donc la profondeur. Le régime d'écoulement étant maintenant bien caractérisé,
intéressons-nous à la prédiction de la force de traînée sur le disque par notre théorie hydrogranulaire.

4.5 Force de traînée

La force exercée par le milieu granulaire sur le disque peut être calculée de deux manières di�érentes.
La première manière consiste en l'intégration du pro�l de vitesse et de pression entre l'amont et l'aval
de la boîte issue du théorème du transport de Reynolds (2.27). La seconde manière consiste à calculer
directement la force sur le disque par intégration du vecteur contrainte. Nous avons véri�é que ces manières
donnaient le même résultat. Nous avons choisi d'utiliser la deuxième manière car elle permet de calculer
séparément la contribution de pression p et celle de la viscosité dans le calcul de la force. Cette force
s'exprime

F =
bd

2

∫ 2π

0

� erdθ =
bd

2

∫ 2π

0

−p erdθ +
bd

2

∫ 2π

0

2ηD erdθ = F p + F v. (4.19)

Comme l'écoulement possède une symétrie gauche-droite aussi bien numériquement qu'expérimentale-
ment, la force sur le disque se réduit à la force de traînée Fd la composante selon z, telle que Fd = F · ez.
Cette force Fd est issue de la somme de deux termes d'après l'équation (4.19) : le terme issu de la pres-
sion va donner une contribution de force Fp, telle que Fp = F p · ez, et le terme provenant du tenseur des
contraintes visqueuses va donner une contribution de force Fv, telle que Fv = F v · ez.
La �gure 4.32 présente l'évolution de force totale par unité de longueur Fd/b et ses deux composantes
Fp/b et Fv/b en fonction de la pression p/ρg à V0 �xée, d = 20 mm et dg = 1 mm. On remarque que la
force Fd/b croît linéairement avec la pression, que Fp/b aussi mais surtout que Fv/b aussi, ce qui n'est
pas trivial. Ce résultat est cohérent avec les expériences menées. La �gure 4.33 présente l'évolution des
forces par unité de longueur Fd/b, Fp/b et Fv/b en fonction de la vitesse V0 à p/ρg �xé, d = 20 mm et
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Figure 4.33 � Évolution de la force de traînée globale Fd (�), et des contributions de pression Fp (◦)
et de viscosité Fv (△) en fonction de la vitesse V0.

dg = 1mm. On peut considérer que la force Fd ne dépend pas de la vitesse V0 pour les faibles nombres
de Reynolds Reg, ce qui est encore observé expérimentalement.

Ces résultats s'expliquent de la façon suivante. Dans l'équation (4.19), la quantité D représentant le
tenseur taux de déformations est proportionnelle au gradient des vitesses. De plus le champ de vitesse
v est proportionnel à V0. On en déduit que ||D|| ∝ V0. De plus, d'après l'équation (4.4), η ∝ p/T 1/2 et
comme T ∝ V 2

0 , on en déduit que η ∝ p/V0. Ainsi, le terme ηD er est indépendant de V0 mais évolue
linéairement avec p. Les deux termes évoluant linéairement avec p mais indépendamment de V0, il en est
de même pour Fd/b.
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Figure 4.34 � (a) Force de traînée Fd (�) et contributions de pression Fp (◦) et de viscosité Fv (△) en
fonction du diamètre du disque d. (−) et (- -) ajustements linéaires pour Fd et Fp, (� �) ajustement en
loi puissance Fv ∝ d0.7. (b) Rapport Fv/Fp en fonction du diamètre du disque d.

Regardons maintenant l'évolution de la force de traînée Fd en fonction de d. La �gure 4.34a montre
que la force évolue linéairement avec d, comme observé expérimentalement. La composante Fp croît
linéairement avec d, mais la dépendance de Fv semble plus faible, du type d0.7. Pour Fp, la valeur de la
pression p/ρg ne dépendant pas de la taille du disque d (Fig. 4.21), l'intégration de cette pression sur la
surface donne en conséquence Fp ∝ d. Cependant, pour Fv, ce n'est pas aussi simple. En e�et, comme
les champs de vitesses dépendent de d, les gradients de vitesses et la viscosité dépendent aussi de d.
Étant donné que les longueurs caractéristiques des pro�ls de vitesses sont proportionnelles à d, on obtient
||D|| ∝ d−1. De plus, nous avons T0 ∝ 1/d, on en déduit η ∝ d1/2. En combinant ces deux résultats, on
s'attend à ce que Fv ∝ η||D|| ∝ d1/2, ce qui est presque ce que l'on obtient. Cependant, on constate que
si l'on augmente la taille de l'objet, la contribution Fp devient plus importante que la contribution Fv

et, c'est le comportement de Fp qui l'emporte et qui explique la dépendance quasi-linéaire de Fd avec d.
Le rapport des composantes Fv/Fp n'est pas constant : il diminue quand d augmente (Fig. 4.34b). Ces
résultats sont aussi cohérents avec les résultats expérimentaux qui présentaient une croissance linéaire de
la force de traînée avec d.

L'évolution de la force de traînée Fd en fonction du diamètre des grains dg est tracée sur la �gure
4.35a. On constate que Fd et ses deux composantes Fp et Fv décroissent de manière non-linéaire lorsque
dg augmente. Le rapport des composantes Fv/Fp n'est pas constant : il augmente quand dg augmente
(Fig. 4.35b). Lorsque dg augmente, il n'a pratiquement plus d'in�uence sur Fd et ses composantes. Ce
résultat est similaire aux résultats expérimentaux (Fig. 3.5). En comparant maintenant quantitativement
les résultats théoriques et les mesures expérimentales de force de traînée, on constate que les dépenda0nces
par rapport aux paramètres (V0, p, d, dg) sont identiques, mais que la force expérimentale est environ 20
fois supérieure à la force théorique.

Quelle est la raison d'un tel écart ? Dans la modélisation numérique n'est pas prise en compte la friction
solide entre grains, mais celle-ci ne pourra rendre compte d'un facteur 20. Le calcul d'un coe�cient
de friction e�ectif µ = Fd/(πρggzbd) donne expérimentalement des valeurs de l'ordre de 10 dans nos
expériences comme dans celles d'autres étudse [49], très supérieures aux coe�cients de friction solide-solide
classiques (µ ≃ 0.5) [65] ou même aux coe�cients de friction e�ectifs granulaires (0.3 ≤ µ ≤ 0.7) [48].
Dans la modélisation numérique n'est également pas prise en compte la gravité et l'existence d'un gradient
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de pression statique, les calculs étant réalisés en partant d'un champ de pression statique uniforme. Cette
simpli�cation numérique semblait raisonnable au regard de la force d'Archimède, très inférieure aux
valeurs expérimentales de forces de traînée. Pourtant, il semble exister une di�érence importante entre
les valeurs de force mesurées dans le cas de la pénétration et dans le cas de l'extraction [43, 77]. Le rôle
du sens du mouvement par rapport à la gravité d'une part et aux parois/surface libre d'autre part doit
être exploré en détail pour mieux comprendre l'origine du désaccord quantitatif actuel.
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Figure 4.35 � (a) Force de traînée Fd (�) et contributions de pression Fp (◦) et de viscosité Fv (△) en
fonction du diamètre des grains d. (b) Rapport Fv/Fp en fonction du diamètre des grains dg.
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4.6 Bilan

À travers ce chapitre, une théorie hydrogranulaire a été mise en place pour modéliser le phénomène de
pénétration d'un objet dans un milieu granulaire. Cette théorie donne une bonne allure des champs de vi-
tesse comparativement aux expérimentations, avec la prédiction de la localisation de ce champ de vitesse
autour de l'objet. Dans ce modèle, le milieu granulaire se comporte comme un �uide rhéo�uidi�ant. En
dé�nissant un nombre de Reynolds granulaire Reg, basé sur la viscosité νs au voisinage de l'objet, nous
avons mis en évidence un écoulement à bas nombre de Reynolds (Reg < 1) assimilable à l'écoulement de
Stokes pour un �uide newtonien. Ce modèle prédit aussi de bonnes dépendances de la force de traînée par
rapport au di�érents paramètres : indépendance par rapport à la vitesse V0, proportionnalité par rapport
à la pression p et au diamètre d de l'objet, dépendance faible par rapport au diamètre des grains dg.

La localisation du champ de vitesse pour un écoulement autour d'un objet est aussi observée dans
des �uides non-newtoniens visco-plastiques (�uides à seuil) de type Bingham [13] ou Herschel-Bulkley
[9]. Une approche théorique frictionnelle de type µ(I) où le milieu granulaire est vu comme un �uide
visco-plastique devrait donc aussi prédire cette localisation mais sous-estimera sans doute aussi de ma-
nière importante la force de pénétration. Ce désaccord quantitatif important pour la force reste un point
à éclaircir.
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Chapitre 5

Impact

D
ans ce chapitre, nous nous intéressons à l'impact d'un projectile sur un milieu granulaire aussi bien
dans une situation 2D que 3D. Comparativement à la pénétration d'un projectile à vitesse imposée

V0 dans un milieu granulaire, le cas de l'impact correspond cette fois-ci à la pénétration d'un projectile
dans un milieu granulaire à force imposée (ici le poids du projectile) avec une vitesse d'impact Vi.

5.1 Calcul du nombre Reynolds instantané

Avec le dispositif 2D d'impact décrit dans le chapitre 2, nous mesurons la position zp(t) et la vitesse
vp(t) du projectile tout au long de sa pénétration dans le milieu granulaire pour di�érentes vitesses
d'impact Vi (Fig. 5.1). Avec ces deux mesures instantanées et les loi de viscosité e�ective établies au
chapitre 4, il est alors possible de déterminer un nombre de Reynolds granulaire instantané Reg(t),
caractéristique de l'écoulement granulaire autour du projectile. En supposant la pression hydrostatique,
p/ρg = gzp dans le milieu, où ρg est la masse volumique du milieu granulaire et g l'accélération de la
pesanteur, le nombre de Reynolds granulaire instantané s'écrit

Reg(t) =
vp(t)

2

η0gzp(t)

(
d

dg

)1/2

(5.1)
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Figure 5.1 � (a) Profondeur zp et (b) vitesse de pénétration d'un cylindre à di�érentes vitesses d'impact
Vi = (0; 0.7; 1.2; 1.5; 2.1 m.s−1) pour d = 16 mm, dg = 1 mm et b = 15 mm.
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Figure 5.2 � Évolution du Nombre de Reynolds granulaire instantané Reg en fonction du temps t (a) et
selon la profondeur zp à di�érentes vitesses d'impact Vi = (0; 0.71; 1.2; 1.6; 2.1 m.s−1) pour d = 16 mm,
dg = 1 mm et b = 15 mm..

La �gure 5.2 présente le calcul du nombre de Reynolds instantané en fonction du temps dans un dia-
gramme semi-logarithmique pour un projectile de diamètre d = 16 mm en acier, impactant le milieu
granulaire (dg = 1 mm) à di�érentes vitesses d'impact Vi = vp(t = 0). On remarque que le nombre de
Reynolds décroît rapidement au cours de la pénétration en raison des e�ets conjoints de diminution de
vitesse et d'augmentation de la profondeur. On constate aussi qu'au début de la pénétration, on part d'un
régime à haut Reynolds Reg > 1 (si la hauteur de lâcher n'est pas nulle) et qu'on transite ensuite vers
un régime à bas Reynolds Reg < 1. On constate ainsi qu'expérimentalement, les deux régimes existent.

5.2 Champ de vitesse des grains

Étant donnée la géométrie du problème et les études menées dans les chapitres 3 et 4, nous travaillons
ici aussi dans le référentiel du projectile en coordonnées cylindriques. Pour cela, le champ de vitesse des
grains v va se déduire du champ de vitesse des grains calculé par le logiciel de PIV à un instant t en
retranchant la vitesse du projectile vp au même instant t. L'écoulement de grains autour du projectile
n'étant plus stationnaire, le champ de vitesse des grains dans le référentiel du projectile va s'écrire :

v(r, θ, t) = vr(r, θ, t)er + vθ(r, θ, t)eθ, (5.2)

où vr est la composante radiale du vecteur vitesse v et vθ la composante orthoradiale. La �gure 5.3
présente les pro�ls de vitesses vr et vθ à l'instant t normalisés par la vitesse du projectile vp(t) au long
de la pénétration, à une distance r donnée du projectile. On constate que tous les pro�ls vr(t)/vp(t) et
vθ(t)/vp(t) se superposent sur la même courbe maîtresse (Fig. 5.3). Ces pro�ls sont similaires à ceux
obtenus en vitesse imposée. Ce résultat montre l'autosimilarité du champ de vitesse des grains v. Ce-
pendant cette condition d'autosimilarité n'est vraie que pour les faibles nombres de Reynolds, ainsi pour
le tracé des pro�ls de vitesse (Fig. 5.3) nous n'avons pas pris en compte les tous premiers instants de
l'impact. D'autre part pour la moyenne temporelle des pro�ls, nous ne prenons pas en en compte les
instant �naux où la vitesse du projectile tend vers 0. De la même manière que pour les expérimentations
à vitesse imposée, on choisit alors de modéliser la dépendance en θ des pro�ls vr/vp par un cosinus et
celle des pro�ls vθ/vp par un sinus (Fig. 5.3), avec une dépendance en r séparée.

Le champ de vitesse instantané des grains sera donc écrit :
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Figure 5.3 � (a) Pro�ls azimutaux normalisés de la vitesse (a) radiale vr/vp(r, θ, t) et (b) azimutale
vθ/vp(r, θ, t) à r = 15 mm. Pro�ls instantanés (traits �ns rouges), moyenne temporelle (trait épais bleu),
écart type (traits pointillés bleu) et ajustements (trait épais noir) en (a) −Ar cos θ et (b) Aθ sin θ avec
Ar = 0.7 et Aθ = 1.6.

v(r, θ, t) = −vp(t) cos θAr(r)er + vp(t) sin θAθ(r)eθ, (5.3)

où Ar et Aθ sont des fonctions d'amplitude qui ne dépendent que de la distance r au centre du projectile.

Les �gures 5.4a et 5.4b présentent les fonctions d'amplitude Ar et Aθ pour pour l'impact d'un cylindre
de diamètre d = 16 mm et de longueur b = 15 mm en acier, sur le milieu granulaire (dg = 1 mm)
à une vitesse d'impact Vi = 1.5 m.s−1. On constate que ces fonctions d'amplitude sont similaires aux
essais à vitesse imposée (Figs. 3.10 et 3.9). L'allure de Ar est exponentielle et la fonction Aθ possède
un dépassement localisé vers le cylindre puis un point d'in�exion pour tendre doucement vers la valeur
asymptotique à l'in�ni. Étant donné que les allures sont comparables, il semble raisonnable de réaliser
des ajustements similaires des données. On utilise donc les ajustements mis en place dans le chapitre 3,
avec les équations suivantes rappelées ici pour mémoire :

Aθ(d/2) = 1 +
d/2− λθ3

λθ1
, (5.4)

Ar(d/2) = 1−
(
1− λr2

λr1

d/2 + λr2 − λr3

d/2

)
− λr2

λr1

d/2 + λr2 − λr3

d/2
= 0. (5.5)

Les �gures 5.4a et 5.4b présentent les ajustements réalisés sur les données expérimentales avec un bon
accord.
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Points expérimentaux •) et ajustements par les équations 5.5 et 5.4 (−) (Vi = 1.5m.s−1, d = 16 mm,
dg = 1 mm et b = 15 mm).

5.3 Étude des pro�ls de vitesses

Dans cette partie, on s'intéresse à l'in�uence de di�érents paramètres tels que la vitesse d'impact Vi,
puis les dimensions du cylindre (diamètre d et longueur b) et en�n la taille des grains dg sur les pro�ls
de vitesse. Le cylindre est toujours en acier (ρ = 7800 kg.m−3).

5.3.1 In�uence de la vitesse d'impact Vi

On s'intéresse ici à l'in�uence de la vitesse d'impact qui est désigné par le paramètre Vi. Pour cela on
réalise plusieurs lâchers à des vitesses d'impact di�érentes, et on regarde son in�uence sur les fonctions
d'amplitudes Ar(r) et Aθ(r) (Fig. 5.5).

Sur ces �gures, on constate clairement que les courbes se superposent très bien, ce qui montre qu'il
n'y a pas d'in�uence de la vitesse d'impact Vi sur les longueurs caractéristiques λ1, λ2 et λ3 (Fig. 5.6). Ce
résultat conforte les observations du paragraphe précédent, les pro�ls de vitesse instantanés se superposent
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Figure 5.5 � Fonctions d'amplitudes de vitesse radiale (a) Ar(r) et azimutale (b) Aθ(r) pour di�érentes
vitesses d'impact Vi (d = 16 mm, dg = 1 mm et b = 15 mm).
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(d = 16 mm, dg = 1 mm et b = 15 mm).

sur une même courbe maîtresse lorsqu'ils sont renormalisés par la vitesse du projectile.

5.3.2 In�uence de la taille du projectile d

On s'intéresse ici à l'in�uence du diamètre d du projectile sur les fonctions d'amplitude Ar(r) et Aθ(r).
Trois diamètres de projectile di�érents (d = 10 mm, 16 mm et 32 mm) ont été utilisés dans des grains de
taille dg = 1 mm.

Lorsque l'on regarde les évolutions de Ar et Aθ pour les di�érents d (Fig. 5.7a et 5.7b), on constate
qu'il y a une variation de λ1, λ2 et λ3 en fonction de d. Même s'il est di�cile d'établir la variation précise
de λ1, λ2 et λ3 avec d (nous ne possédons que trois points), on constate que λ1, λ2 et λ3 croissent lorsque
d augmente. Dans les expérimentations à vitesse imposée, il semblait que λ1, λ2 et λ3 variaient comme d.
La �gure 5.8a présente le tracé de Ar en fonction de (r−d/2)/d sur les di�érents essais qui semble correct
et qui porterait à croire que λ1 varie comme d. Cependant, ceci semble in�rmé par la �gure 5.8b où les
mêmes tracés de Aθ ne se superposent pas. Une des premières raisons qui peut expliquer cette di�érence
de comportement est le con�nement axial du cylindre (rapport d'aspect d/b). Dans les expérimentations
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Figure 5.7 � Fonctions d'amplitude de vitesse (a) radiale Ar(r−d/2) et (b) azimutale Aθ(r−d/2) pour
di�érents diamètres de projectile d (Vi = 1.5m.s−1, dg = 1 mm et b = 15 mm).
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à vitesse imposée, nous avions toujours la conditions d < b. Ici, la longueur du cylindre est b = 15 mm :
or pour le petit diamètre (d = 10 mm), on a d < b, pour le diamètre moyen (d = 16 mm), on a d ≃ b
et pour le grand diamètre (d = 32 mm), on a d > b. On passe donc ici du "cylindre" au "disque", ceci
pouvant in�uer sur les résultats

5.3.3 In�uence de la taille des grains dg

On s'intéresse ici à l'in�uence de la taille des grains sur les fonctions d'amplitude Ar(r) et Aθ(r), en
prenant deux tailles de grains di�érentes dg = 1 mm et dg = 2 mm (Fig. 5.9). Cependant, à la vue des
résultats, il est di�cile de dégager s'il y a e�et ou non de dg sur les longueurs caractéristiques λ1, λ2

et λ3. Les variations sont trop faibles pour pouvoir conclure. Il faudrait faire d'autres expérimentations
avec une gamme de dg plus importante. Il n'y a cependant pas de dépendances fortes constatées de λ1,
λ2 et λ3 avec dg comme dans les expérimentations à vitesse imposée et comme le prévoit la théorie
hydrogranulaire.
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Figure 5.9 � Fonctions d'amplitude de vitesse (a) radiale Ar(r−d/2) et (b) azimutale Aθ(r−d/2) pour
di�érentes tailles de grains dg (Vi = 1.5m.s−1, d = 16 mm et b = 15 mm).
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5.4 Étude numérique 2D

Dans le cas de l'impact, une étude numérique 2D a été menée pour comparer les forces mises en jeu lors
de la pénétration d'un projectile en milieu granulaire. Cette étude a fait en 2009 l'objet d'une publication
dans Europhysics Letters [79] qui est reproduite en l'état ci-après. Cet article présente les résultats issus
de simulations numériques 2D d'impact e�ectuées par un code de dynamique moléculaire. On y décrit
dans un premier temps la méthode employée (présentée également dans le chapitre 2), puis on décrit
l'ensemble des résultats obtenus. Les résultats concernent trois aspects de la pénétration : la profondeur
�nale de pénétration δ, la force exercée par le milieu granulaire sur le projectile et en�n le temps d'arrêt
ts du projectile dans le milieu granulaire. Nous allons compléter cet article par une discussion dans les
paragraphes suivants.
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5.4.1 Force exercée par le milieu granulaire sur le projectile

Comme d'autres auteurs, nous avons décomposé la force exercée par le milieu granulaire sur le pro-
jectile en deux termes séparés, l'un fonction de la profondeur, l'autre fonction de la vitesse, ce qui donne
l'équation de la pénétration dé�nie dans l'article et qu'on rappelle ici pour mémoire :

dvp
dt

= g − Fz(zp)

m
− Fv(vp)

m
, (5.6)

où zp est la position du projectile dans le milieu, vp sa vitesse et m sa masse. Nous avons montré par nos
simulations numériques (Figs. 4, 5 et 6 de l'article) que les expressions des deux termes de forces étaient
les suivantes :

Fz(zp)

m
∝ ρggzp

ρd
et

Fv(vp)

m
∝ ρgvp

2

ρd
. (5.7)

La composante Fz est décrite dans l'article comme une force de type hydrostatique issue de la pression
p = ρggzp. On peut préciser cette vision à partir des résultats de théorie cinétique exposés au chapitre
4. Si l'on souhaite comparer cette force à la force trouvée pour un cylindre en mouvement stationnaire
dans le cadre de la théorie hydrogranulaire, on peut réécrire cette force en prenant m ∝ ρbd2 pour un
projectile cylindrique, sous la forme :

Fz

b
∝ pd. (5.8)

On voit que cette expression est en accord avec celle fournie par la théorie hydrogranulaire : il n'y a
pas de dépendance avec la vitesse mais seulement une dépendance linéaire en pression p et en diamètre
de projectile d. Néanmoins, le code de dynamique moléculaire n'est pas en mesure de prédire une dépen-
dance avec la taille des grains bien que celle-ci est observée aussi bien dans la théorie hydrogranulaire
qu'expérimentalement (Fig. ??).

La composante Fv est décrite comme une force de traînée proportionnelle à vp
2. La théorie hydro-

granulaire ne fait pas état de l'existence de cette force, dans le régime de su�samment basse vitesse
c'est-à-dire bas nombre de Reynolds granulaire (Reg < 1).

L'équation (5) de l'article où les deux forces Fz et Fv apparaissent de l'article est l'équation rendant
compte de la pénétration du projectile dans le milieu granulaire. Au début de la pénétration, l'enfoncement
zp du projectile est faible et sa vitesse vp est importante. Il semble alors raisonnable de penser que c'est le
terme Fv qui prédomine dans l'équation. À la �n de la pénétration, la vitesse vp est faible et l'enfoncement
zp est important. La présence de ces deux régimes peut s'expliquer par le nombre de Reynolds granulaire
dé�ni dans la théorie hydrogranulaire. À faible nombre de Reynolds Reg < 1 qui caractérise la �n de
la pénétration, le terme Fz prédomine et L4on retrouve cette force que nous avons caractérisé dans la
théorie aux petits nombres de Reynolds. À grand nombre de Reynolds Reg > 1 c'est-à-dire au début
de la pénétration, le terme Fv prédomine. Si on fait le rapport des forces Fv/Fz = vp

2/gzp et qu'on le
compare au nombre de Reynolds [Eq. (5.1)], on retrouve que

Fv

Fz
∝ Reg

(
dg
d

)1/2

. (5.9)

Ce rapport de force n'est pas exactement le nombre de Reynolds mais pondéré par la racine du rapport
des diamètres. Ce constat permet aussi de comprendre la di�culté à déterminer la force Fz pour les faibles
z (Fig. 6a de l'article) : dans la zone à faible z, l'ajustement linéaire n'est pas en bon accord avec les
points numériques. Lorsque le terme Fv est très grand devant le terme Fz, il est alors di�cile d'extraire Fz

correctement, sans parler du fait que le projectile de diamètre d = 20 mm n'a pas complètement pénétré
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dans le milieu granulaire. Nous n'avons pas abordé ce régime dans le chapitre 4 sur la théorie cinétique.
Une étude complémentaire resterait à faire par lé théorie cinétique pour déterminer l'expression de la
force de traînée à grand nombre de Reynolds (Reg > 1). Il est clair qu'une expression du type inertielle
comme celle de Fv (Eq. (5.7))est attendue.

5.4.2 Temps d'arrêt du projectile

Compte tenu des deux termes de forces Fz et Fv, nous avons mis en évidence dans l'article deux temps
caractéristiques associés τz et τv donnés par les expressions suivantes (Eqs. (6) et (7) de l'article [79]) :

τz =

(
ρd

ρgg

)1/2

et τv =

(
ρd

ρgvi

)
, (5.10)

et expliqué que le temps d'arrêt ts d'un projectile est une fonction de ces deux temps : ts(τz, τv). Ainsi, il
est possible de donner un exemple de la fonction f dé�nie dans l'article, en prenant une simple combinaison
linéaire de la forme

ts
τz

= bz + bv
V

Vi
, (5.11)

où bz = 1.5 ± 0.1 et bv = 0.8 ± 0.1 sont deux coe�cients numériques d'ajustement (Fig. 5.10). Il est
clair que cet ajustement n'est pas physiquement satisfaisant puisque le temps ts tend vers l'in�ni pour
Vi = 0. Cependant, il reste acceptable pour Vi/V ≥ 0.4, ce qui n'est pas si mal comme domaine de
prédiction du temps d'arrêt.
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Figure 5.10 � Temps d'arrêt normalisé ts/τz en fonction de la vitesse d'impact normalisée
Vi/(ρgd/ρg)

1/2. Points numériques (▽, �, ▹, ◃, △, •, ◦, ⋄) et ajustement (−−) de la forme ts/τz =
bz + bvV/Vi avec bz = 1.5± 0.1 et bv = 0.8± 0.1.
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5.5 Étude de la profondeur de pénétration et du temps d'arrêt
du projectile pour les essais 3D

Une étude expérimentale 3D a été menée pour caractériser l'in�uence du con�nement lors de la
pénétration d'un objet dans un milieu granulaire. Cette étude a fait l'objet d'une publication en 2008
dans la revue Physical Review E [78] qui est reproduite en l'état ci-après. Cet article présente dans
un premier temps l'analyse des lois d'échelle de la profondeur de pénétration en fonction des di�érents
paramètres de l'impact. Puis, il se consacre à la description de l'in�uence du con�nement radial et normal
lors de la pénétration du projectile. Dans les paragraphes suivants, nous revenons sur certains aspects de
cet article en les complétant.
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5.5.1 Impact en milieu in�ni

La �gure 5.11 montre l'in�uence du diamètre du projectile ainsi que de sa masse volumique sur
la profondeur de pénétration δ dans un diagramme log-log. Les points expérimentaux ainsi que leur
ajustement par une loi puissance tend à montrer que ces courbes sont parallèles. C'est ce parallélisme qui
nous a incité à normaliser les quantités δ et H par le diamètre du projectile d. On a alors obtenu la loi
d'échelle δ/d ∝ (H/d)α de l'article.

Grâce au capteur à courant de Foucault décrit dans le chapitre 2, nous avons mesuré la position
instantanée zp(t) du projectile et par dérivation on obtient sa vitesse vp(t) pendant sa pénétration dans le
milieu granulaire (Fig 5.12). Nous avons e�ectué des mesures uniquement pour un projectile de diamètre
d = 30 mm en acier dans un milieu similaire à celui de l'article. La �gure 5.13 présente l'évolution du
temps d'arrêt du projectile pour di�érentes vitesses d'impact. On constate toujours que plus la vitesse
d'impact Vi est importante, plus le temps d'arrêt ts est court. Ce résultat va dans le même sens que la
campagne numérique 2D même si les résultats sont plus bruités.
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Figure 5.13 � Evolution du temps d'arrêt du projectile ts en fonction de la vitesse d'impact du projectile
Vi.

5.5.2 In�uence du con�nement latéral

L'article montre que le con�nement normal n'a pas d'in�uence à longue portée sur la profondeur de
pénétration δ. Au contraire, le con�nement latéral agit considérablement sur la profondeur de pénétration
du projectile : l'exposant α et A suivent des lois exponentielles de la forme

α = α∞

[
1− exp

(
−D − d

λαd

)]
(5.12)

A = A∞

[
1− exp

(
− D

λAd

)]
(5.13)

où α∞ et A∞ correspondent au cas non-con�né et λα et λA sont des longueurs caractérisant les e�ets des
parois latérales. Lors des di�érentes expérimentations, on a été capable de déduire le champ de vitesse des
grains par deux fonctions d'amplitudes Ar et Aθ. Ces fonctions d'amplitude possèdent un ensemble de
longueurs caractéristiques qui sont susceptibles d'être in�uencées par le con�nement latéral. Notamment,
l'existence du dépassement sur la fonction Aθ risque d'être modi�é par les parois. En e�et, si les parois
sont trop proches pour que ce dépassement puisse s'e�ectuer pleinement, l'écoulement de grains risque de
s'en trouver modi�é, comme par exemple dans le cas d'un �uide non-newtonien [9]. Ainsi, l'écoulement
de grains, le champ de vitesse et donc la fonction d'amplitude Aθ va être modi�ée et la profondeur �nale
de pénétration va diminuer. Cependant, il est di�cile de quanti�er plus précisément ces changements
puisque les études expérimentales des mesures directes de champ de vitesse en présence de con�nement
latéral n'ont pas été menées.
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5.6 Bilan

Dans ce chapitre, nous avons étudié l'impact d'un projectile sur un milieu granulaire sous plusieurs
angles. Tout d'abord, expérimentalement, nous avons exploré la cinématique de l'impact. Nous avons
distingué deux zones, la zone de haut Reynolds et la zone de bas Reynolds. La zone de bas Reynolds
peut être vue comme un ensemble d'état quasi statique à vitesse imposée et le problème est assimilable
aux expérimentations à vitesse imposée. L'étude de la zone à haut Reynolds reste à faire pour pouvoir
modéliser cette phase de l'impact. Ensuite numériquement, d'un point de vue dynamique, on distingue
deux types de forces qui s'appliquent sur le projectile pendant sa pénétration dans le milieu granulaire,
mis à part son propre poids. Une force quadratique en vitesse du projectile qui va agir essentiellement
au début de la pénétration (à Reg > 1) et une force indépendante de la vitesse et proportionnelle à la
profondeur du projectile qui va agir à la �n de la pénétration. De l'étude de ces deux forces, nous avons
été capables d'extraire des temps caractéristiques qui sont directement liés à la durée de la pénétration
du projectile.
En�n, nous avons mené une étude sur le con�nement dans des expérimentations 3D où nous avons
constaté que l'in�uence d'un fond solide n'a pas d'in�uence alors que des parois latérales diminuent
signi�cativement la profondeur de pénétration. Cependant, les mécanismes associés à ce comportement
restent encore incompris.
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Conclusion Générale

L
' objectif de ce travail de thèse était de mieux comprendre la dynamique de pénétration d'un objet
dans un milieu granulaire.

Nous avons conçu plusieurs dispositifs expérimentaux, de pénétration par impact et à vitesse imposée.
Avec les dispositifs quasi-2D, nous avons caractérisé le champ de vitesse des grains autour d'un cylindre
en pénétration dans un milieu granulaire. Nous avons observé que le cisaillement est très localisé près du
cylindre avec des variations exponentielles et avons étudié les longueurs caractéristiques en fonction des
di�érents paramètres du problème : celles-ci sont indépendantes de la vitesse, de la taille des grains et
tendent à être proportionnelles au diamètre du cylindre. Nous avons aussi caractérisé le pro�l de tempé-
rature granulaire avec un plateau proche du cylindre (dans la zone de cisaillement localisé) suivi d'une
décroissance exponentielle. Nous avons en�n mesuré la force exercée par le milieu granulaire sur le cy-
lindre en pénétration à vitesse imposée. Nous avons mis en évidence que cette force est indépendante de la
vitesse, proportionnelle à la pression (donc à la profondeur de pénétration), proportionnelle au diamètre
du cylindre, et qu'elle décroît de manière non-linéaire lorsque la taille des grains augmente.

Pour comprendre ces résultats expérimentaux de pro�ls de vitesse et force de traînée, nous avons
entrepris une modélisation de l'écoulement par la théorie cinétique granulaire où le milieu est vu comme
un milieu continu dont les coe�cients de transport (dont la viscosité) dépendent de la température granu-
laire, elle-même fonction de la vitesse. Les résultats montrent clairement une localisation du cisaillement
près du cylindre. La vision est ainsi semblable à celle obtenue pour une sphère chaude en mouvement dans
un �uide newtonien de viscosité dépendant de la température, étudiée dans la con�guration pratique de
l'ascension de magma chaud dans le manteau terrestre [8, 30]. Les variations de l'extension spatiale du
champ de vitesse avec les paramètres du problème (vitesse, pression, diamètre du cylindre et diamètre des
grains) sont aussi bien représentées par la théorie cinétique en comparaison des résultats expérimentaux.
Les variations de la force de traînée par rapport aux di�érents paramètres sont également bien repro-
duites, mais il reste à comprendre l'écart quantitatif important avec les valeurs expérimentales mesurées
dans le cas de la pénétration.
En dé�nissant un nombre de Reynolds granulaire Reg, nous avons pu mettre en évidence par la théorie
cinétique que le régime expérimental correspond à l'équivalent d'un régime visqueux de Stokes à petit
Reg. Dans ce régime, pour un milieu granulaire, la force de traînée est proportionnelle à la pression et
est indépendante de la vitesse alors que pour un �uide newtonien, la force de traînée est proportionnelle
à la vitesse et indépendante de la pression. Il existe sans doute une transition vers un autre régime à plus
grand Reg (Reg & 1) où les pro�ls de vitesses perdent leur symétrie amont-aval et la force de traînée
change sans doute d'expression. Il serait intéressant de voir si le régime à grand Reynolds correspond
à un régime inertiel pour lequel la force de traînée deviendrait dépendante de la vitesse, par exemple
proportionnelle au carré de la vitesse.

Les résultats obtenus dans nos expériences et modélisation à vitesse imposée nous ont ensuite permis
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de mieux comprendre les résultats de pénétration par impact où la force est la somme de deux termes,
l'un proportionnel à la profondeur et l'autre proportionnel au carré de la vitesse [79]. Le premier terme
correspond au régime à petit Reynolds valable à faible vitesse et grande profondeur en �n de pénétration,
tandis que le deuxième terme correspond sans doute au régime à haut Reynolds à grande vitesse et petite
profondeur en début de pénétration, qu'il reste à caractériser �nement. Nous avons montré que les deux
contributions de forces donnent lieu à deux temps caractéristiques et que le temps d'arrêt est une fonction
de ces deux temps, expliquant l'observation d'un temps d'arrêt plus court pour une vitesse d'impact plus
grande.

Cependant, malgré tous les progrès e�ectués sur la compréhension du phénomène de pénétration en
milieu granulaire, il reste encore des points nébuleux et des questions sans réponse. Nous avons présenté
une théorie hydrogranulaire qui ne considérait pas la friction microscopique entre grains. On peut alors
se demander ce que donnerait une théorie de type µ(I). Dans la théorie µ(I), le milieu granulaire est
vu comme un �uide visco-plastique et la modélisation de l'écoulement par une telle théorie devrait aussi
prédire cette localisation [9, 13] mais il serait intéressant de voir si cette théorie donne les bonnes dépen-
dances de longueurs caractéristiques des champs de vitesse et de la force de traînée avec les paramètres
de vitesse, de pression, de diamètre de cylindre et de diamètre des grains.
Dans le cas de l'impact, nous avons déterminé expérimentalement des lois d'échelle pour la profondeur
de pénétration du projectile en fonction des paramètres de l'impact mais nous n'avons pas fait le lien
entre ces lois d'échelle et la théorie hydrogranulaire. Il serait intéressant de retrouver ces lois d'échelle
ou quelque chose d'équivalent. Ensuite, toujours dans le cas de l'impact, nous avons montré et quanti�é
l'in�uence du con�nement [78] mais il n'existe pas à ce jour de modèle pouvant expliquer ce phénomène.
Il est certain que les longueurs caractéristiques des champs de vitesse vont être a�ectées par la présence
de parois latérales, modi�ant ainsi la force de traînée sur le projectile.



Annexe A

Modèle Géométrique

On cherche ici à établir un modèle simple pouvant décrire l'évolution de Ar(r). Pour cela, on va
s'intéresser aux grains situés sous le projectile (on se place à θ = 0 ◦). On fait l'hypothèse qu'il n'y a
pas de frottement entre les grains et qu'il n'y a pas de pertes d'énergie lors d'un choc éventuel entre
grains. Ces deux hypothèses sont certes grossières mais elles ont le mérite de simpli�er le problème. On
fait également l'hypothèse d'un empilement 2D régulier de grains (il y a alors un angle α entre grains).
Pour l'instant, on va raisonner sans considérer la vitesse d'entraînement des grains V0ez due à la montée
du plateau et on va travailler uniquement avec les vitesses relatives. Considérons que sous le cylindre, la
vitesse du grain i est vi. Il faut alors déterminer la relation entre vi et vi+1 (Fig. A.1).

vi = vier(0) (A.1)

Avec les hypothèses précédentes, une partie de la vitesse du grain incident se transmet au grain adjacent
(Fig. A.2) :

vi+ 1
2
= vi cos(α) (A.2)

vi+ 1
2
= vi cos(α)er(α) (A.3)

vi+ 1
2
= vi cos

2(α)er(0) + vi cos(α) sin(α)eθ(0) (A.4)

+

+

vi

∆r

α

+

+

vi+1

Figure A.1 � Modélisation des grains sous le projectile. Mise en place du paramètrage.
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2

vi+ 1
2

er(0)

Figure A.2 � Modélisation des grains sous projectile. Première transmission de la vitesse au grain
suivant.
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2
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Figure A.3 � Modélisation des grains sous projectile. Deuxième transmission de la vitesse au grain
suivant.

Puis, la vitesse est transmise au grain i+ 1 (Fig. A.3).

vi+1 = vi+ 1
2
cos(2α)er(−α) (A.5)

Ici, il ne faut pas oublier de considérer le grain symétrique i− 1
2 qui va imposer la condition vi+1 colinéaire

à er(0). D'où

vi+1 = vi+ 1
2
cos(2α) cos(α)er(0) (A.6)

Finalement, on obtient la relation souhaitée entre vi et vi+1 :

vi+1 = vi cos(2α) cos
2(α)er(0) (A.7)

En écrivant avec les normes, on obtient :

vi+1 = vi cos(2α) cos
2(α) (A.8)
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Soit,

∆v = vi+1 − vi = (cos(2α) cos2(α)− 1)vi (A.9)

De plus, on peut rajouter le fait que ∆r = 2dg cos(α) (Fig. A.1). On a alors :

∆v

∆r
=

cos(2α) cos2(α)− 1

2dg cos(α)
vi. (A.10)

En utilisant une hypothèse de milieu continu, on obtient :

dv

dr
=

cos(2α) cos2(α)− 1

2dg cos(α)
v. (A.11)

Comme 0 ◦ < α < 90 ◦, on pose

− 1

λ
=

cos(2α) cos2(α)− 1

2 cos(α)

1

dg
, (A.12)

et en rajoutant la vitesse d'entraînement V0ez que l'on avait volontairement omise, l'équation (A.11)
devient

dv

dr
= − 1

λ
(v − V0). (A.13)

Pour résoudre cette équation, on rajoute la condition initiale de vitesse de grain nulle au contact du
projectile (point d'arrêt) qui se traduit par v = 0 à r = d/2. De plus, on a aussi la condition exprimant
le fait que lorsque r tend vers l'in�ni, la vitesse des grains doit être égale à v = V0. L'équation A.13 a
pour solution

v = V0

[
1− exp

(
−2r − d

2λ

)]
, (A.14)

où l'on reconnaît

Ar(r) = 1− exp

(
−2r − d

2λ

)
. (A.15)

Ce modèle fait naturellement apparaître une longueur caractéristique λ qui peut être vue comme la
longueur caractérisant la portée des e�ets de la vitesse du projectile sur le milieu granulaire. Au-delà de
cette longueur la vitesse des grains n'est pas a�ectée par le projectile.

On peut décider d'appliquer ce modèle directement sur notre essai. On rappelle que dg = 1 mm et
d = 20 mm. On réalise un ajustement de la forme donnée par l'équation (A.15). Cet ajustement qui
semble être bien adapté fournit une longueur caractéristique λ = 7.1 mm (Fig. 3.8).

Cependant, l'équation (A.12) prévoit une valeur de 2.77 mm si on considère un angle entre grains
dans l'empilement α = 30 ◦. En ce qui concerne la valeur de λ, le modèle semble insu�sant pour décrire
le champ de vitesse des grains.

Cependant, l'hypothèse d'un modèle 2D fait surestimer la valeur de α, dans un empilement 3D, la
valeur de α. De plus, le modèle indique que λ est indépendant de la taille du projectile, on montrera que
ce n'est pas vrai dans les chapitres ultérieurs. Malgré tout cela, ce modèle a le mérite de rendre compte
d'une croissance exponentielle du champ de vitesse qui semble être véri�ée expérimentalement.
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Résumé : L'objectif de ce travail réside dans la compréhension de la force sur un objet pénétrant un
milieu granulaire. À partir de mesures de forces sur un cylindre en pénétration à vitesse constante, nous
avons caractérisé cette force qui est indépendante de la vitesse imposée, proportionnelle au diamètre du
cylindre et varie non-linéairement avec la taille des grains. En complément, nous avons mesuré le champ de
vitesse des grains : celui-ci est stationnaire et l'écoulement est incompressible. On observe une localisation
du cisaillement dans une zone proche du cylindre avec une dépendance spatiale exponentielle gouvernée
par le diamètre du cylindre. Un modèle hydrodynamique s'appuyant sur la théorie cinétique étendue aux
régimes d'écoulements denses reproduit correctement cette localisation et fournit des lois d'échelles pour
la force similaires aux résultats expérimentaux. En dé�nissant un nombre de Reynolds granulaire, nous
avons montré que ce régime est l'équivalent d'un régime visqueux de Stokes à petit nombre de Reynolds.
Il existe une transition vers un autre régime à grand Reynolds où les pro�ls de vitesses perdent leur
symétrie amont-aval et la force change sans doute d'expression. En�n, le cas de l'impact d'un projectile
où ces deux régimes existent successivement a aussi été étudié expérimentalement et numériquement.
L'existence d'un terme supplémentaire de force proportionnelle au carré de la vitesse est sans doute issue
du régime à grand Reynolds. Les deux termes donnent lieu à deux temps caractéristiques dont le temps
d'arrêt est fonction et à l'origine d'un temps d'arrêt plus court pour une vitesse d'impact plus grande.

Abstract : The aim of this work is the understanding of the force penetrating in a granular medium.
Using force measurements on a cylinder penetrating at constant velocity, this force is found independent
of the imposed velocity, proportional to the cylinder diameter and depends non-linearly on the grain size.
Besides, the velocity �eld of the grains has been measured. The �ow is found stationary and incompres-
sible. Shear localization is observed close to the cylinder with an exponential spatial dependence ruled
by cylinder diameter. An hydrodynamic model based on extended kinetic theory for dense granular �ow
reproduces well this �ow localization and gives force scaling laws in agreement with the experimental
results. De�ning a granular Reynolds number, we have shown that this regime is equivalent to a Stokes
viscous regime for low Reynolds number. A transition to another regime at higher Reynolds number exists
where downstream and upstream �ows are not symmetrical anymore and both the force scalings changes
certainly. At last, the case of the impact of a projectile where these two regimes are present successively
is studied both experimentally and numerically. The existence of a supplement force term proportional to
velocity square is likely coming from high Reynolds regime. These two terms provide two characteristic
times related to the stopping time and adducing arguments for shorter stopping time for high impact
velocities.


