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Comportement du solide élastique

Le comportement des solides élastiques est normalement obtenus par une relation entre
deux tenseurs:

Q Le tenseur des déformation de Green-Lagrange [E

O Le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff Q qui est relié au tenseur des
contraintes de Cauchy par la relation (que je ne vais pas demontrer):

C = det(l) E_T o) £T

Le comportement des solides élastiques peut étre décrit par une relation entre cet état
de déformation et cet état de contrainte par une fonction arbitraire

C=¢({)

MMC Solides — Amphi-5



Elasticité isotrope

On définit les 3 invariants de [E

—

—>
—

Q(E) — gO(Ilﬁ IQ: Ig)%_l_ g1 (Ilﬁ IQ: I?)E + gl(II: IQ: I?))EQ

Les invariants sont des scalaires
iIndépendants entre eux qui ne
déependent pas de la base d’expression
d'un tenseur. C’est une grandeur
objective.

Attention, ces définitions ne sont valables que parce que est une
matrice 3x3. Effectivement, il n'y a que 3 valeurs propres donc on peut

extraire que 3 invariants indépendants.

L’'élasticité isotrope nous permet décrire la fonction précédente en 3
sous fonctions qui ne déependent que des invariants (théoreme de

Rivlin et Eriksen)
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Elasticité lineaire isotrope

Q(E) — gO(IIa

|:> G ne peut etre fonction de que de 11 et

||
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otheses des petites perturbations

On a dans ce cadre

~ 0




Elasticité linéaire et isotrope - Loi de Hooke

C’est une relation linéaire entre le tenseur des contraintes et le tenseur des
déformations. Elle peut se mettre sous la forme générale:

=ATr(e)l + 2n¢e

A
I

Elle peut étre aussi ecrite sous la forme

A 1
£ = Tr@l + ;- ¢
= 20 (3N + 2/1) = = 201 =

Coefficients de Lameé qui sont des coefficients matériaux

I:> Cette écriture est en général la favorite des mecaniciens des milieux
continus.
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Autre éecriture de la loi de Hooke (1)

VE )
=" (14+v)(1—2v) Trig) 14 I +v=
1% 1+ v

e = ——= 1T 1 A

[ Module d"Young

l/ Coefficient de Poisson

I:> Cette écriture est en général la favorite des mécaniciens des
matériaux.
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Autre éecriture de la loi de Hooke (2)

On décompose les tenseurs en partie sphérique (ou isostatique) et déviatorique.

gz@%—l—gD g:_p%_l_go

La premiere relation est donc entre le premier invariant des tenseurs, elle définit le
module de compressibilité K.

1 1
e = gTr(g) p= —gTT(g)

n=—Ke

La deuxieme relation est entre les tenseurs deéviatoriques, elle définit le module de
cisaillement (ou de rigidite) G.

0, = G¢

I| faut faire attention aux signes dans ces écritures. Les 2 modules sont toujours
positifs.

I::> Cette écriture est en général la favorite des physiciens.
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Autre ecriture de la loi de Hooke (3)

O'?;j — )\ E;C;C(S?jj -+ 2# 5?1]'

Symbole de Kronecker pour
dire que c'est l'identité

:> Cette écriture est en général la favorite des numériciens... car ce
dernier ne raisonne pas par objet, il cherche la maniere la plus simple
de coder.
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Autre ecriture de la loi de Hooke (4)

Une autre maniere est de ne méme pas préciser qu’il y a des coefficients ni de les
detailler

o
=

1S
||
llli2

I

est 'opérateur de Hooke , c’est un Tenseur d’ordre 4

Cette forme est utile car elle conserve le coté linéaire mais on peut étre anisotrope, ce
qui est tres utile pour les homogénéisations pour les matériaux composites.
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Relations usuelles (pris sur wikipédia, je me suis pas foulé Ia)

(A G)

6

A+s

G(3h+2C)
A+G

2(A+G)

Relations entre tous les coefficients

(E,G)

EBG
3(3G-E)

G(E-2G)
3G-E

9K (K-))
3K—A

3(K—A)

3K

(K,G)

9KG
3K+G

3K-2G
2(3K+G)

(A v)

A(1+r)
RiT

AM140)(1-20)

i

A{1-2v)
2r
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(E,v)

L
3(1-2v)

Ew
(1+v)(1-2v)

15
2(1+v)

7

3K(1-2v)

3K
14w

3K (1-2v)
2(1+v)

E

T 2(1+v)

3K(3K—E)
9K-E

3KE
9K-E

3K—-E

6K



Cas des fluides newtoniens

Je ne devrais pas en parler mais je ne peux pas m’en empécher...

i n e e e SHldes SRmpRRE Tl e e



Parallele entre solides et fluides

Solide - description lagrangienne | Fluide - description eulérienne

Déplacement: I Vitesse:
Tenseur des déformations: . Tenseur taux de déformations:

1 ) ] 1 i .

€= 3 Crad U + (Grad L)T] I Q — j Grad V. + (Grad I_]T}
Tenseur des contraintes: I Tenseur des contraintes:
) | )

Loi de Hooke: | Comportement newtonien:

o=ATr(g)l + 2u

[

o=-pL + AXTr(D)1 + 2nD

Equilibre:  pL' = Div(g) + [
|:> Un fluide est aussi un milieu continu, donc je peux y faire de la MMC.
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Théoremes énergeétiques




Rappel: Theoremes énergétiques pour les poutres (1)

Erreur en relation de comportement

2 2
?”/)( X R, ﬂ[) — HR( ) RQ(S) ‘ ‘pout-re + HM(S) — KA[X(S) ‘ ‘po-u,t-re
Choix du produit scalaire Norme
< Ry ()| R(s) >= f R, (5)TK,, " By(s)ds IBIF =< BB >=5 [ B)TK, ™ Royds
poutre
< My (s)|My(s) >= %/ M, (s)" K, _1\[2( )ds IM I =< M(s)M(s) i/poum gu M (s)ds
poutre

Finalement, le probleme revient a trouver Min U)(U Q R j\[)

U,Q CA
R.M SA
|
Théoreme de I'énergie complémentaire: I Théoreme de I'énergie potentielle:
Min FE.(R,M) , Min  E,(U,Q)
R, M SA I U.Q CA
|
|
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Theoremes énergetigues en élasticité 3D

Erreur en relation de comportement
2
1/) (g(g) g) — ‘ ‘g — 5 g(g) ‘ ‘SOl’ide
Choix du produit scalaire Norme
L —1
<o o, >= 5./SO”O_@ Tr( Ql% gz) dV

1 .
oI’ =< o | @ >=§/ Tr(o K™ o) dV
- - J solide = o

Théoreme de I'énergie complémentaire:

Min E. (o)
o SA

Theoreme de I'énergie potentielle:

Min E,(U)
U CA
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Remarques

O Méme si I'analogie est évidente, les calculs sont beaucoup plus fastidieux... Il ne faut
pas minimiser la chose non plus.

O C’est cette minimisation qui est la base des éléements finis 3D.

1 On fait du calcul de structure.

|:> Spécialité de Master 2...
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